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BAB |
INTEGRAL FUNGSI

A. ANTI DERIVATIF

Jika F(x) adalah fungsi dengan turunannya F’(x) = f(x)
pada interval tertentu dari sumbu x, maka Anti Derivative
atau Integral Tak Tentu dari f(x) diberikan oleh: F(x) + C
dengan C sebarang konstanta, disebut Konstanta Integrasi.
Differensial fungsi yaitu sebagai proses untuk menentukan
turunan dari suatu fungsi. Jika diberikan sebuah fungsi
F(x), kemudian mencari derivative fungsi itu ialah
F’(x) = f(x), maka pembahasan selanjutnya akan
memandang kebalikan dari masalah itu.
Jika  diberikan  fungsi  f(x), dan  menghendaki
dirumuskannya fungsi F(x) sedemikian rupa sehingga
derivatifnya sama dengan f(x), yaitu F’(x) = f(x).
Simbol [ menyatakan operasi anti-diferensiasi dan
ditulis: e

[f(x)dx=F(x)+C

dengan F’(x) = f(x) ekivalen dengan d [F(x)] = f(x) dx.

Definisi:

Suatu fungsi F(x) dinamakan antiderivatif dari fungsi
f(x) dalam selang [a, b], jika pada semua titik dari selang
itu memenuhi F’(x) = f(x).

Pada antiderivatif dari f(x) = x®> menurut definisi
F(x) = % x3, karena F’(x) = x?. Akan tetapi antiderivatif
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fungsi f(x) = x? bukanlah F(x) = % x3 saja melainkan
banyak, umpama:

F(x) = % X3+ 4

F(x) = § X3 -2

F(x) = § x3+ 16 atau secara umum

F(x) = § x3 + C (dimana C suatu konstanta sembarang)

dimana F’(x) = X2,

Misal:

Fungsi y = 2x3 — 4x? + 1, memiliki derivative atau turunan:
dy = (6x* -8x) dx maka integral dari

dy = (6x2 -8x) dx ditulis:

[dy = [(6x2 — 8x) dx, sehingga diperoleh:

y = 2x3—4x2 + C, dimana C adalah bilangan konstanta.

Definisi:

Jika fungsi F(x) suatu antiderivatif dari f(x), maka
penulisan F(x) + C adalah integral tak tentu untuk fungsi
f(x) dan ditulis dengan lambang:

ff(x)dx =F(x)+ C

Jika F’(x) = f(x)

f(x) dinamakan Integran, f(x)dx adalah unsur integrasi
[ dibaca integral

Menentukan antiderivative fungsi f(x), dinamakan
mengintegralkan/ melakukan integrasi fungsi f(x).
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Akibat definisi integral tak tentu:
1) Derivatif suatu integral tak tentu sama dengan
integran. Jadi:

W:f(x) atau  [f f(x)dx]’ = (x)

2) Diferensial suatu integral tak tentu sama dengan
unsur integrasi.
d [[ f(x)dx] =f (x) dx
3) Integral tak tentu dari diferensial suatu fungsi sama
dengan fungsi itu ditambah sembarang konstanta.
[dF(x)=F(x)+ C
Sebelum memulai mengerjakan integrasi fungsi-fungsi
dengan berbagai cara, perhatikan dulu daftar integral pokok
dari fungsi-fungsi tertentu berdasarkan perumusan definisi.

1. Rumus-Rumus Pokok Integral Tak Tentu
Berikut adalah rumus pokok dalam melakukan
pengintegralan.

n _ X
1) [axmdx = —

2) [ dx = x+C
dx
3) [ =Inixi+C
4) [sinx dx =- cosx+C
5) Jcos x dx =sinx+C
6) [tan x dx =In|secx| +C
7) [cotx dx =Inlsinx|+C
8) [secx dx =In|secx +tanx|+C
9) fcscx dx =Injcscx - cot x|+ C
10) [sec> x dx =tanx+C

n+1

+C, (n#-1)
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11) [ecsc> x dx =-cotx+C
12) [sec x tanxdx =secx +C
13) [csc x ctanxdx =-cscx+C

1
14) fCO.S'Zx dx =tanx +C

1
15) f dx =-cotanx +C

sin’x
16) [e¥dx = e*+C
ax
Ydx = — + >
17) [ a* dx —+C, (a>0)

18) [Va®—x*dx=Y%x+a*—x*+%alarcsin>+C

19) [Va*+x*dx=%xva*+x*+%a’lIn|x+
Ja?+x*|+C

20) [Vx*—a*dx=Yxyx*—a’+%a’In|x+
Vxt—a?|+C

1
21) f dx =arctanx+C
1+x?

=-arccotanx +C
1
22)f dx:larctan(§)+c

a’+x? a
1
:-—arccotan(f) +C
a a
1 _ .
23) f\/l__xzdx—arcsmx+C
=-arccosx +C
1 . X
24) fmdx = arcsm(;) +C

X
= -arccos(;) +C
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1 at+x
25) | dx = — Inl——+C

a’— x? 2a " a-x
1
26) fmdx = Inlx +vx? L@l +C

Rumus-rumus pokok integral tersebut dapat diuji
kebenarannya dengan mendiferensir ruas kanan dimana

hasilnya harus sama dengan integran ruas Kiri.
n+1

X
n —_ -

1) [x"dx = — +C, (n=#-1)
N Ll .
Bukti: dicari derivatif 1 + C sebagai berikut,

dy
dx
xn+1
d(Z77 tC)  n+1

. — x™t171 = x™  (terbukti)

d
2) = =lhixi+C

Bukti: dicari derivatif In IxI + C sebagai berikut,
dy d (InIxl + C) 1

» = T: o (terbukti)

3) [sinx dx =- cosx+C
Bukti: dicari derivatif - cos x + C sebagai berikut,

d d(- +C . .
dy _ d(zcosx+C) _ sinx  (terbukti)
dx dx
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4) [cosx dx = sinx+C

Bukti: dicari derivatif sin x + C sebagai berikut,

d d (si + C -
dy _  dGinx+C) _ cos X (terbukti)
dx dx

5) [——dx =tanx +C

cos*x

Bukti: dicari derivatif tan x + C sebagai berikut,
d_y _d(tanx+C)

dx dx
sinx d (sinx . d(cosx
a2 (INY) o5 x —sin x LX)
— CoOsSx — dx dx
dx (cos x)?

COSs x.cos x -sinx .(— sin x)

cos®*x
cos*x + sin*x _

— 1 .
= = (terbukti)

cos*x 2

6) [——dx =-cotanx +C

sin’x

Bukti: dicari derivatif - cotan x + C sebagai berikut,

CosXx
dy _d(-—cotanx+C) _ 4~
dx dx - dx

d (—cosx) d(sinx)

.sinx - (—cos x)

—_ dx dx

(sinx)?
sin x.sinx -(— cos x ).(cos x)

, szinzx
sin“x + cos“x 1 .
= — = —— (terbukti)
sin“x sin‘x
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7) [e*dx = e*+C

Bukti: dicari derivatif e* + C sebagai berikut,

d de*+cC .
dy _ d(e™+0) _ e* (terbukti)
dx dx

8) fa"dx-E+C, (a>0)

X

Bukti: dicari derivatif lz—a + C sebagai berikut,

a¥ aX
ay _ 4G tO _ 4G,

dx xdx dx

d(a?) X d(lna)

_ dx Ina-a o
Ina

1
a*lna. Ina — a* o 0

In*a
= a* (terbukti)

_aX In*a

Ina

9) flsz dx =arctanx +C

=-arccotanx+C

Bukti: (a) dicari derivatif arc tan x + C sebagai berikut,
Misal: arctanx =y < X=tany <

dx _ d(tany) _ 1
dy dy cos*y
cos*y+sin?
= 220 - 1 v tanyy
cos?y
=1+x?
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d )
Maka — = —— (terbukti)
dx 1+ x

(b) dicari derivatif - arc cotan x + C sebagai berikut,
Misal: - arccotanXx =y < X=-cotany «

dx _ d(-cotany) _ 1
dy dy sin%y
sin*y+cos?®
= # = 1+ cotan®y
sin’y
=1+x?
da 1 .
Maka =2 = > (terbukti)
dx 1+x

10) [— dx:%arctan(§)+c

a’+x?
1

:-—arccotan(f) +C
a a

Bukti: (a) dicari derivatif % arc tan (g ) + C sebagai
berikut,
Mis.al'l arc tan (f)— arc tan (E) =a
- )Y © L) =ay
> g =tan ay
d (a tanay)

dx
X=atanay & — =

dy dy
1

" costay
_ a*(cos*ay+sin*ay)

cos’ay
= a° (1 +tan®ay)
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a% + a2 tan%ay
a® +x?

dy _ 1 .
Maka T (terbukti)

(b) dicari derivatif — % arc cotan (g) + C sebagai
berikut,
Misal: — % arccotan (2)=y < -arccotan (Z) =ay
PN E =- cotanay

X = - acotan ay

dx _ d(—a cotanay)
dy dy
% sinfay
_ a’(sin*ay+cos’ay)
a sinfay

a2 (1 + cotan?ay )
a% + a2 cotan’ay

a® +x?
ay _ 1 .
Maka - T (terbukti)
1 ,
11) [ dx =arcsinx +C
1—x?

=-arccosx +C

Bukti: (a) dicari derivatif arc sinx + C sebagai berikut,
Misal: arcsinx =y < X=siny
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d d (si
ax  _ (siny) - cosy
dy dy
=yJ1— sin’y = 1-—x%
dy 1 .
Maka — = (terbukti)
dx 1- x*

(b) dicari derivatif — arc cos x + C sebagai berikut,
Misal: -arccosx =y <« X=-C0SY

d_x - da (- cosy)_smy
dy dy
=J1- cos?y = J1—2x?
Maka 2= —L— (terbukti)
dx V1- x*
12) f\/aljdx = arcsin (= ) +C

= -arccos(;) +C

Bukti: (a) dicari derivatif arc sin ( E) + C sebagai
berikut,
. . X X .
Misal: arcsm(;) Zy o (E) =siny
«— X=asiny
dx  _ d (asiny)

= ————=acosy
dy dy

= a+/1- sin®y

a [1—(3)?

a

FKIP Universitas Wiralodra Indramayu 10
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= Ja% — x?
ay _ 1 .
Maka Tx N (terbukti)

(b) dicari derivatif — arc cos( E) + C  sebagai
berikut,
Misal: - arc cos (— ) Zy o ( ) =-Ccosy

PN x—-acosy
dx _ d(—acosy)

=asiny
dy dy
= a/1— cos?y
=a [1-(3)
— /az_xz
dy _ 1 .
Maka dx— N (terbukti)
1
13) [o——dx = Z n1&Z 1+ c

e 1 + .
Bukti: Dicari derivative dari 7 In | % | + C sebagai
berikut,

ay _ d (G In1Z221+C)

dx dx

1 a—-x 2a _ 1

2a "a+x (a-x)? a’-x?

a+x du _ (a-x)+(a+x) _ 2a

Ingatt u=—— <> — = > = >
a—x dx (a—x) (a—x)

11 Program Studi Pendidikan Matematika



. 1 d 1 a—x
Jika: y=—Inu 2= —
2a du 2a a+x

dy _ dy du

dx  du’ dx
1 a—x 2a

2a a+x (a—-x)?

1 .
o (terbukti)

dx = Inlx++/x% + a?l+C

14) fﬁ

Bukti: Dicari derivative dari In Ix + /x? +a% + C
sebagai berikut,

y _d(nlx++x*+a®+C)
—_ <>

dx

u=Ix + Vx% + a2l
du 1
<—>—_1+-(x + a%)7z.2X
dx
\/x + a?

1n|x+\/ a’l <y=lInu
du u x+\/x + a?

dy _ dy du
dx du’ dx

FKIP Universitas Wiralodra Indramayu 12
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= —— (terbukti

+a

2. Sifat Integral Tak Tentu:

D TR0 +B0)Tdx = [£,0) de+ [ () dx

2) [k.f(x)dx =k [f;(x) dx

3) Bila [f;(x) dx=F(x)+ C dimana F’(x)=f(x),
maka:

a. ff(ax)dxzi.F(ax)+C
b. [f(x+Db)dx= F(x+b)+C
c. [fax+b)dx= - Flax+b)+C
Soal:
Selesaikan integral di bawah ini,
1. [(5x3- 4sinx +3V/x)dx =
2. f[BX°—6X2+x+T7)dx =
Cf(x+1)dx =
. J@2x+5)(3x-2)dx =
x°-1 3
f 2z dx =

3
4
5
6. fx(Zx—3) dx =
7
8
9

Vx
2 1
. f(%- m + ZXVE)dX:
[cos4xdx =
. [sin(B3x+2)dx=
3

4_xzdx =

10. |
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11.fde—

Penyelesaian:
1) [(5x3—4sinx+3+/x)dx
=5 [x*dx —4[ sinx dx + 3 [ Vx dx
:Zx“ + 4c0sX +2x+/x +C

2) [B3X°-6x2+x+7)dx
=3fx°dx—6 [x*dx+ [xdx+ [7dx
=%x6-2x3+ %x2+7x+C

3) [(x+1)%dx
= [(x?+2x+1)dx
:§x3+x2+x +C

4) [(2x+5)(3x-2)dx
= [(6x%+11x-10)dx
:2x3+%x2—10x+C

x°-1
5) [ — dx
= [(x3- x?)dx
=1+ lic
4 x3

2x—3
6 [ TE= ax

= [Vx (2x- 3)dx
= [(2x2 J3x7) dx

FKIP Universitas Wiralodra Indramayu 14
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-f(Zx%-3x%)dx:§x2\/E-2x\/E +C
7) f(—-— + 2x VYx)dx

=[x %-ix‘%+2x2)dx
=3VxZ -2+ 3¢ Vx +C

8) fcos4xdx=isin4x +C

9) fsin(3x+2)dx:-1cos(3x+2)+c

2+X

I—I
3
11 dx-3|n|x+\/ -9 +C
)f\/xz—‘) x

B. INTEGRASI DENGAN SUBSITUSI /
MENGGANTI VARIABEL

Dalam mencari integral [ f(x)dx seringkali tidak dapat
langsung menentukan antiderivatif fungsi f(x). Sebab f(x)
bentuknya terselubung dan berlainan dari rumus-rumus
integral pokok yang sudah ada.

Cara mengatasinya dilakukan sebagai berikut:

1. Substitusi Perubah Baru Melalui x = Q(t)

Mengganti perubah x dengan perubah baru.

Dengan catatan: diferensial fungsi f(x) diartikan
d f(x) = f ‘(x) dx.

Substitusi x = Q(t) dan tentukan dx = Q’(t) dt.

Pindahkan pada [ f(x)dx , mendapat:
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Jf)dx = [ fIRQO] Q' (t)dt.
Bentuk ini diharapkan mirip salah satu integral pokok,
sehingga mempermudah dalam mencari antiderivatifnya.

n+1

1) [x"dx = +C (n#-1)

Misal:

n+1

a) Carilah [+x*—4 . xdx

Penyelesaian:
Substitusi x>?—4=t < d(x*-4)=dt « 2xdx=dt

1
VI XdX:Edt

1
Jadi: [Vx* —4 .xdx = fx/f.%dt = %ftidt

1
RS AR
:E' T +C
; E+1
:gt\/f +C

= 2 (X-2)x*—4 +C

b) Carilah [2(1-3x)°dx
Penyelesaian:
Substitusil -3 x =t < d(1-3x)=dt
—-3dx=dt

o dx = - dt
" _ 5 —_2 (.5
Jadi: [2(1—3x)°dx =-[t*dt
=- <t+C

=- =(1-3x)°+C

FKIP Universitas Wiralodra Indramayu 16
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0) f§(4x+3)9dx

Penyelesaian:
Substitusi 4x+3=t <« d(4x+3)=dt
— 4dx=dt

o dx=1 dt
Jadic [ 2 (4x+3)°dx = [ = t%dt = = [ tdt

3
= —t%+C
200

3 10
500 4x+3)*+C

3
d f G X

Penyelesaian:

Substitusi 4 —x=t < d(4-x)=dt
—-dx=dt
<« dx=-dt

dx = [ = (-dt)

dt
:-BJ‘?
=3t '+C
= i+C
4-x

: 3
Jadi: [ Ty

3
€) f 2x+1)* dx

Penyelesaian:
Substitusi 2x+ 1=t < d(2x +1) =dt
— 2dx=dt

17 Program Studi Pendidikan Matematika



odx==dt
2

.. _ _3r.,-a
Jadi: f(z o f2t4 = J

=-2t%+cC
2

=~ (2x+1) °+C

dx xn+1
2) J— =1Inixl +Cdan [x"dx = ——+C

Misal:

lnx

a) Carilah [ —

Penyelesaian:
Substitusi Inx=t <« dInx=dt

o Xdx=dt
X

1
2+ 1

1
Jadi [ dx = [VEdt= [trdt=

1
S+1

+C

= —t\/_— Inlenx+C
b) Carilah f—

3 dX
(1+e%*) 2
Penyelesaian:
Subsitusi 1+e*=t < d(1+¢e¥) =dt
— e¥dx =dt

X
adi [———dx = [%

3
(1+e*)

3
ftEt

3
2

FKIP Universitas Wiralodra Indramayu 18
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_1 2
=-20724C =- =+C
5 T V1+eX
¢) Carilah fS_J;Z dx
Penyelesaian:
Substitusi 5—x*=t < d(5—x?) =dt
— -2xdx=dt
« xdx =-%dt
3x -2
.. - _2
Jadi: fs_xde— " dt
_ _3dt
= -2/~
=—2inlt1+C

3
==3 INI5-x%1+C

3) [sinxdx =-cosx+C
Misal:
Carilah [ sin(3x — 2) dx
Penyelesaian:
Substitusi 3x-2=t <« d(3x-2)=dt
« 3dx=dt
o dx = dt

Jadi: [sin(3x —2)dx= [sint. gdt

=2 [sin t.dt
31
=- gcost+C

=- %cos(3x—2)+c
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4) [=—dx= %arc tan(z) +C

. a“+x
Misal:
dx

Carilah f 4x%-12 x+13

Penyelesaian:
4x*-12x+13 =(2x-3)*+4
Substitusi 2x -3 =t « d(2x-3)=dt

— 2dx=dt
de:%dt
. dx _ dx
Jadi: f4x2—12 x+13 f(Zx—3)2+4
_ Lat
_Elft2+4 ,
:Earctan(5)+C
=Zarctan (Z2=2)+C
2 2
dx
5) fm =InIx+yx*+ a’l + C
Misal:
dx
Carilah [
Vax?—12 x+11

Penyelesaian:
4x%-12x+11=(2x-3)*+2
Substitusi 2x -3 =t <« d(2x-3) =dt
1

— 2dx=dt « dx:Edt

FKIP Universitas Wiralodra Indramayu
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dx dx
Jadi: = | =
J‘V4x2—12x+11 J-J(2x—3)2+2
1
- | ~dt
. VtZ+ 2
:Elnlt+\/t2+2 +C

:%InI(ZX-3)+\/(2x—3)2+ 2 +C

6) f dx :arcsin(£)+C

Misal:

8) Carilah [ ——
V= x*+ 6 Xx-5
Penyelesaian:
X2+6X—-5 =-(x2—6x+5)

=-[(x-3)-4]
=4 (x-3)?
Substitusi x -3 =t <« d(x-3)=dt
—dx=dt

tadi; [ = = [ =
_ dt
"I n=

=arcsin(£2)+C

. X—3
:arcsm(T)+C
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arcsinx
—dX
Vv1-—x?
Penyelesaian:

Substitusi arcsinx =t <« d(arc sin x) = dt

b) Hitunglah [

> dx = dt
1- x?
arc sinx
Jadi: [ === dx = [ arc sinx dx
NET \/1 2
=[tdt = ;t2+c

1 .
zz(arcsmx)z +C

c) Carilah [tanx.secx dx

Penyelesaian:

tan x. sec x = >
. . COS™X .
Substitusi cos X =t «> d(cos x) = dt < -sinxdx =dt

— sinx dx =-dt

sinx
f > dx
coS“x
—-dt 1
:f > = —-+C
t t
1
= +C
CcoS X

Jadi: [tanx.secx dx

2. Substitusi Fungsi Trigonometri

Jika integran dari fungsi:
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a2 — x? dengan substitusi x = a sin ¢
a% + x? dengan substitusi x =a tan @
x% — a? dengan substitusi x = a sec ¢

v a? — b*x* dengan substitusi x = % siny
Vv a* + b*x? dengan substitusi x = % tany

vV b%*x — a? dengan substitusi x = % secy

Misal:

1) Carilah [+/a*— x*dx

Penyelesaian:
Substitusi x =asing <« dx=d(asin @)
<« dx=acos ¢ do
a?—x* = Ja® — (asin )2
= Ja?(1 — sin ¢?)
=acos

Jadi: [va*—x*dx=[acosp.acose de

= [a® cos*p.dp =a® [ cos?@.do
2
:%f(l + cos 2¢) do

2
1
:a?((p+5sin2(p)+c

s (p+—2 Z 2singcos ¢+ C
: .=.2sin @ cos

2 22

a? a?

= 7.(p+ ?.51n(pc05(p+C
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2 2 2

a—x

a? ) a? x
:—.arcsm(£)+—.—. +C
2 a 2 'a a
a . 1
= ?arcsm(%)+ Ex\/az—xz +C
. dx
2) Carllahf—x2 P

Penyelesaian:

X2-2X+5=(x-1)%+4
Substitusi x—1=2tan¢e <« d(x—1)=d(2 tan ¢)
2

— dX=—7F"do
cos?e
(Xx—1)2+4=4tan’p+4 =4 (tan’p + 1) =4 sec’p
dx dx
Jadi: =
! fx2—2x+5 f(x—1)2+4
_ f 2do
4 sec?@.cos’e
= lfd - l
_12 v Z(Pl
== arctan(x—) +C
2 2
dx
3) Carilah [

Jx%—4

Penyelesaian:

Substitusi x=2secp <« dx=2sec e tan ¢ do
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M x> —4
¢

2
Vx% - \/4(sec p—1)
—2tan(p
2sec @.tan pd
Jadi: f L i d
2tan ¢

|seccp+tan(p|+C

|x+\/x —4|+C

=f seco dp —
=In
=In

4) Carilah fd—x
Vx?=25

Penyelesaian:
Substitusi x=5seco <« dx=5sec o tan ¢ do

/Xﬂ\/xz =25
)

5

Vx?— 25 =\/25 (sec’p — 1)
=5tan¢@
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dx  _ f55ec @.tan pde
Vx>= 25 5tan ¢
= [secqp do
=lIn|secp +tan |+ C

= Inz|x+Vx"=25]+C

Jadi: f

vV 9—4 x?

X

dx

5) Carilah

Penyelesaian:
o 3 . 3
Substitusi x = S siny < dx = 5 Cosy dy.

V9 —4x° =3cosy
_f,/9_4x2 _r3cosy 3
X

Jadi = )3 (5 cosy dy.)
2 siny

cos?y
_Bf siny dy
1-sin®y
_3f siny dy
=3 fcscydy—3 [sinydy
=3Injcscy —coty|+3cosy+C
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3—/9—4x?
:3In|T|+ V9 —4x*+C

6) Carilah f
4+4x?

Penyelesaian:
Substitusi x =2tany <« dx=2sec?y dy.

4+ x*
X
v
2
V4 + x> =2secy
dx 2 sec’y dy
Jadi =
i T G asey
_ 1J~ secy
- tan?y y
_ f secy
- tan? y

=Zfsm y cos 'y dy

1 Va+ x°
=-— +C =- +C
4siny 4 x
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3. Substitusi Tanpa Perubah Baru

Misal:

1) Carilah [ cos (2x + 1) dx

Penyelesaian: Ubah dx = % d(2x + 1)
Jadi: [cos (2x + 1)dx = %fcos (2x + 1) d(2x + 1)
= Zsin(2x+1)+ C

. dx
2) Carilah f = —
Vx*+ax +1
Penyelesaian: Ubah x2+4x+1=(x+2)?—
o dx=dXx+2)
d(x+2)

Jadlfm IW

=Inl(x+2)+/(x+2)*>= 31+C

=InIx+2+yx*+ 4x + 1+C
. dx
3) Carilah [ —

+1
Penyelesaian: ubah e*dx = d(e¥)
. dx _ eX
Jadi: fex+1 B fex(ex+1) dx
_ f d(ex)
~ Y e (e + 1)
1 1

— - X

C Y e TeXt1
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=lne*-In(e*+1)+C
eX
=In( 1) +C

ex+

) [xa?—x*dx
Penyelesaian: Ubah xdx = - % d(a® - x?)

1
Jadi: [ x Va? — x? dx =-2 [(a? — x?)5 d(@® )
4

(a?— x?)3
L% —= +C

3
= -Z(az—xz) Vaz—x2+C

C. INTEGRAL FUNGSI KWADRAT BERSUKU
TIGA

dx

1. Bentuk: I1= fm

b c
< Ubah ax?+bx+c = a(x2+—-x+-)
a a
b? b2 c

4a? 42a2+2)
b c b
= +—) +=-
a[(x Iz,a) P>
al (x+ =)+ K]

Sehingga Integral dapat ditulis:

b
=a(xX+—=Xx+
a
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| EDISI1

1 dx
- fax 2+bx+c Ef [(x+%)2]ik2

. b
Substitusi x + Z——t «— dx=dt

Jadi: |1 = _ft2+ o

Misal:

1) Carilah [ ——
2x*-2x+5

Penyelesaian:

f dx _ f 2dx

2x%—2x+5 —x 42
x x 2(x x+2)
1 dx o 1
:—f > Substitusi: x -==t < dx=dt
27 (x-1Y'4 2t 2
2 4
_1 dx
2 240t
4

. d 1
ingat: fazfxz =—arc tan(g) +C

1 2 2t
—.—arctan(—) +C
2°3 3

1 2x-1
= Earctan( ad ) +C
2) Carilah
) f x —-6Xx
Penyelesaian:
3x*—6x 37 x*-2x

FKIP Universitas Wiralodra Indramayu



) ) . KALKULUS
Buku Pegangan Kuliah: Sri Hartini 2021 INTEGRAL

1 . .
== Substitusi x —1 =t dx =dt
3f(x 1)%—1 <
dt dx 1 xX—a
1 .
= - —_ — +
3f 1 mgatfxz_a2 —Inl—1+C
1 1 t—1
==.=.Inl—1 +C
32 t+1
ST eimiy e
6
Ax+ B

2. Bentuk: I2= fm

Diferensialkan penyebut: d(a x?+ b x + ¢) = (2ax + b) dx

Ab
Ubahlah pembilang: Ax + B = —(2ax+b)+ B - >
Sehingga Integral dapat ditulis:
| _f Ax+ B
“ Jax®*+bx+c
Ab
fz (2ax+b)+B—Ed
X
ax*+bx+c
_ A (2ax + b) Ab dx
l2 = 2a Y ax?+bx+c dx + (B_Za)fax2+bx+c

Suku pertama:

2ax+b A
f ( ) =—In(ax?+bx+c)
ax*+bx+c 2a

Suku kedua: (B — )f

ax*+bx+c
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_ Ab. 1 dx
=(B- f[(x

2(1 a +£)2]i k2
2a
b2
4 a®

. C
dimana k?=- -

Misal:

1) Carilah [ ——t—

2x%’—4x+ 3

Penyelesaian:

Diferensialkan penyebut: d(2 x? — 4 x + 3) = (4 x — 4) dx
Ubahlah pembilang: 2 x +1 = % (4x-4)+3

Sehingga Integral dapat ditulis:

2x+ 1 2(4X +3
fz— X = —dX
2x°—4x+ 3 2x%’—-4x+ 3
4x—-4
Sl 3 [
2x’—4x+ 3 2x%’—4x+ 3

Suku pertama:

1 4x—4 1
—fz— dx==In12x*-4x+31+C
2x°—4x+ 3 2
Suku kedua:
dx 3 dx
3] —m—mmm==- | —
f2x2—4x+3 2fx2—2x+§
_ 3f dx
2 (x—1)2+§
3
— arctan( )+C
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= %\/farctan(x—l)\/f +C

2x+ 1
f2x—+ dx=21In12x2—4x+3l +
2x°—4x+ 3 23
~V2arctan (x-1)v2 +C
x+ 3
2) Carllahfm

Penyelesaian:

Diferensialkan penyebut: d(x? + 2 x - 3) = (2 X + 2) dx
Ubahlah pembilang: 2x +3= (2x+2)+1
Sehingga Integral dapat ditulis:

f 2x+ 3 f(2x+ 2)+1
x2+2x—3 X+2x—
= [ Exr2 Grv_ -
x°+2x—-3 x+2x-3
2x+ 2) 2
Suku pertama: [ ————dx =InIx*+2x-31+C
d;Zx—B dx
Suku kedua: [ ————= D=3

1 x—1
==Inl——1 +C
4 x+ 3
2x+ 3
Jadi: f—3 dx =InIx2+2x-3l +
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d
3. Bentuk: Iz= f—x
vax*+bx+c

. o b .
Melalui substitusi x + Tac t diperoleh:

_ dt
I3_ f [tZikZ
dt
ls= [ T untuk a<0

untuk a>0

x2x

Penyelesaian:
Ubahlah penyebut x?-2x-2=(x-1)*-
Substitusi x—1=t < d(x-1)=dt

«— dx=dt
Sehingga Integral dapat ditulis:

InIt+\/ 31+C
—InI(X—1)+w/(x—1)2—3I+C
. dx
2) Carilah f\/ﬁ

Penyelesaian:
Ubahlah penyebut -x>+2x+3=-( x*-2x-23)
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=-[(x-1)°-4]
=4—(x-1)?
Substitusi x—1=t < d(x-1)=dt
« dx=dt
Sehingga Integral dapat ditulis:
f dx :f dx
V=x?+2x+43  ° 4-(x-1)°
= ¥ - arcsin (%) +C
Va-t? 2

. x-1
:arcsm(T)+C

Ax+B

4. Bentuk: l4= | ——=dXx
! f\/ax2+bx+c
. A Ab
Ubah pembilang: Ax+B=—(2ax+b)+B - —
2a 2a
| f%(Zax+b)+B —;—Zd
= X
! vax*+bx+c
A 2 b d
-4 wdx +(B_A_b)f—x
2a * Jax*4+bx+c 2a Jax’+bx+c

Melalui substitusi: ax? + bx + ¢ = t2
— (2ax+b)dx=2tdt

A 2ax+b A 2tdt A
A Garh o4z ag,
2a” Jax*+bx+c 2a t a

A A
=—t+C =~ Jax’+ bx + c+C
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\/ax+bx+c 2a Jx + k2
dimana (E - F):k2
-3
Misal: 1) Carilah
) J.\/x 24 x+42
Peenyelesaian
f 2x-3 f(2x+1) 4dx
\/x + x+2 \/X + x+2
—f (2X+1)

-4
\/x+x+ f’(x+ )2+_
=2+ x+2-4IN1(X+2)+x2+ x+21+C

3x-1
2) Carilah
) f\/ x*+ 6 x— 8
Penyelesaian:
f 3x—1 g f —( 2x+6)+8
X =
V-x*+6x—8 V-x*+6x—8
f (-2x+6) dx +8f dx
J-x*+6x-8 J1-(x-3)"

=—2—.2\/—x + 6x— 8 +8arcsin(x—3)+C

=-3yJ—x*+ 6x— 8 +8arcsin(x-3)+C
BAB 11
INTEGRAL TAK TENTU
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A. INTEGRAL PARSIAL

Misalkan u dan v masing-masing fungsi dari X, maka
diferensial dari uv adalah: d(uv) = u dv + v du. Dan
integrasi kedua ruas adalah:
fd@v) =fudv + [vdu
< uv =fudv + [vdu
< fudv =uv- [vdu

Jadi: o

Ufudv = uv- [vdu

Rumus ini disebut rumus integral parsial.

Misal:
1) Hitunglah [ arc tanx dx

Penyelesaian:
u = arc tan x

d
< du=d(arc tan x) = 1:;2

V=X « dv=dx

Jadi:
[arc tanx dx = (arc tan x )(x) - [ x d(arc tan x)
X
=xarctanx - [ —— dx 2
(1 +
= X arc tan x - lf(—xz)
2 1+ x

1
= X arc tan x - Eln 11+x21 +C

37 Program Studi Pendidikan Matematika



2) Hitunglah [ x®Inx dx

Penyelesaian:
u=Inx < du:idx
Xdx=2d(X) o v =x® o dv=d(d)
Jadi: [x*Inx dx= [Inx.x? dx

= < [Inx.d ()
Z(Inx) (%)= 2 [x*d (Inx)
%(Inx)(x3)-§fx3.idx

Z(Inx) ()= $x3 +C

3) Carilah f(ax+b) cos(cx+ d) dx

Penyelesaian:
[ cos(cx+d)ydx=[ %cos(cx+d)d(cx+d)
= ~dsin(cx+d)
Jadi:
[(ax+Db) cos(cx + d) dx:% [(ax + b) d (sin(cx + d))
:%(3X+b)sin(cx+d)-%fsin(cx+d)d(ax+b)
=2 @x+b)sin(cx +d)- 1 [ sin (cx +d). adx

=2(ax+b)sin(cx+d)- Scos(cx+d)+C
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4) Carilah [x*eX dx

Penyelesaian:
e‘dx =d (")
Jadi:
[x*eX dx= [x*d (e¥)
= x2eX- [eXd (x)
= x?eX- [eX 2xdx
= x2e¥- 2 [ xd(e)
=x2e¥- 2(xe*-[eXdx)
=x2e*- 2xeX+2e+C

5) Carilah [ a® — x* dx

Penyelesaian:

R _ a?—x2
fvVa®—x* dx f\/mdx
- azf dx

xZ
- | ——=dx
Jaz-x? IW
PN xzdx:-%x(-Zx dx)
= -~ d(@ )
x d(a?- x?)
Jaz—x*

1
:azarcsin(§)+%fx(a2 —x%)" zd(@ - x)

_ a2 Xy 1
=a2arcsin (=) +=
a’ arcsin () zf

1
=alarcsin (2) + [x (a® - x?)?

=a2arcsin(§)+X.\/a2—x2—f\/a2—x2dx
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Suku ketiga ruas kanan dipindah ke ruas kiri:

2f\/a2—x2dx:% azarcsin(§)+% X A a? — x?
Jadi: [va? — x% dx = azarcsin(§)+x.\/a2—x2

B. PECAHAN RASIONAL
1. Pecahan Rasional Parsial dan Integrasinya.

Pecahan rasional mempunyai bentuk umum sebagai
berikut:

Q(x) _ box™+byx™ 14 .4 bpm_q1x+ by

FX)  agx™+ a;x™ 14 ... + an_1x+ an

Ada kemungkinan derajat pembilang lebih tinggi dari
derajat penyebut. Untuk ini perlu dilakukan pembagian
terlebih dahulu.
Andaikan pembagian itu memperoleh hasil:

Qx) _ M(X) + F(x)
on )

maka hasil bagi M(x) tetap berupa polynomial dan F(x)
derajatnya sedikitnya satu lebih dari pada f(x).

x*-5 4x+8

Misal: ———= x*+2x+1- ———.
x?—2x +3 x?—2x + 3

Definisi: Pecahan rasional murni mempunyai bentuk,
A

X—a
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( k bilangan bulat positip > 2)

A
(x—a)k
Ax+B
X2+ p x+q

Ax+B
V. (%1 pxta)k ( k bilangan bulat positip > 2)

Integrasi pecahan rasional murni di lakukan sebagai
berikut:

L [ dx=Aix-al+C
xX—

_ k
1. f(x o dx=A [(x—a)~*d(x—a)
—k+1
:M-FC (k:/:l)
—k+1
(2x+p)+ B——

. fﬂ _fzxp( ) dx
X2+ p x+q x+px+q
(2x+p) Ap

Pt S GEE Y|
“rpana’ (x+3) +@-5)
=2 @+ px+ql+ 22222 arctan =222 4 ¢
2 V4 q-p* V4 q-p*

§(2x+p)+(3—%)

v, =25 k=

(x? +px+q)k (x*+ p x+q )k

dx

_ A4 2x +p) _Ap _ax
- f(x ?px+q))k S )f(x2+px;q>k
2x +p Ap X
= = B-—=E
2 et =) (x+2) +(a- D)k

> ruas kanan: x2+px+q=t
< (2x + p) dx = dt suku pertama
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x+§:t «— dx =dt
pr? p?
<_>q-::m2 (bila q-=->0) suku kedua

dt dt
= [—= + [ ———
ftk f(t2+ m?2 )k
2. Pecahan Rasional Menjadi Pecahan Rasional Parsial
Q) o F (x)
Dari [ o O J M(x) dx +ff(x) dx.

l. Umpama penyebut f(x) dapat diuraikan atas factor
linier f(x) = (X —a)(X —@2) .....conoe.e. (x — an),
maka pecahan parsial:

F(x) _ Ay + Az
f(x)_x_al x_az ......... x_an

Dimana A1, Ao, ......... , An dapat dicari.

. Penyebut dapat diuraikan atas faktor-faktor linier
diantaranya ada yang rangkap, umpama:
f(x) = (x—a1)” (X - a2) (x - as)®
Pecahan parsial ditulis:

F (x) — Aq " A, " Aj " Ay
f(x) (x—ay)? (x—ai;) (x-ap) (x—az)?
As Ag
(x—a3)2 (x—a3z) .

1. Diantara factor penyebut derajat dua yang tidak
dapat diuraikana:
f)=(x2+px+q)(x—a)
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FG)__Ax+B , C .

f(x) x?+px+q x-a

2X+
_ 2x+pA + B + C .
x%2+px+q x%*+px+q X—a

IV.  Faktor penyebut dalam bentuk uraian:
f(x)= (¢ +px+0q)’ (x—a)
F(x) _ Ax+B Cx+D
f(x) (x4 px+q)? x*+px+q) x—a

atau

_ (2x+p4A B 2x+p)C
_x2+px+q x*+px+q (x%*+px+q)?
D E

+
(x?+ px + q)? X —a
Misal:
7x+2

1) Hitunglah | dx.

X3+2x*—x-2

Penyelesaian:

f 7x+2 dX _ f 7x+2 X
x3+2x%—x-2 T DD (x+2)
Integran jadikan pecahan parsial:

7x+2 A B C
= + +
(-1 (x+1)(x+2) x -1 X+1 X+ 2

7x+2=A(Xx+1)(x+2) +B(x-1)(x+2)+
Cx-1)(x+1)

Koefisien x, ruas kiri dan kanan disamakan:
derajat dua: x? 0=A+B+C ...... (1)
derajat satu: x 7=3A +B ...... (2)
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bilangan konstanta: 2=2A-2B-C ...... 3)
1)+ @)« 2=3A-B
(2) —~ 17=3A+B +

9=6A o A=>

..2)o T7=3A+B o B=2-
(D)o 0=3+224+c oC=-4
2 2
Jadis [ ——=F2  gx

xX34+2x%—x—-2

3 51 .

= [(—2—+ 2% + ) dx
x—-1 x+1 X+ 2

:§|n/x—1/+§|n/x+1/-4|n/x+2/+c:.

4x3-2x>+x+1
2) f (x—2)(x + 1)3

Penyelesaian:
Intearan 4x3-2x*+x+1_ A + B + C
nteg (x-2)(x+1)°  x-2 x+1 (x+1)?
D
x+1)%°
Ax3-2x2+x+1=A(X+1)P°+B(Xx—-2)(x+1)°+
Cx-2)(x+1)+D (x-2)

Koefisien x, ruas kiri dan kanan disamakan:

4=A+B

-2=3A+C

1=3A-3B-C+D

1=A-2B-2C-2D
Melalui pengerjaan mendapat: A=1,B=3,C=-5D=2.
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Jadi Integral:
4x3-2x"+x+1 dx dx dx
f (x—2)(x +1)3 _ITZ fx+1_ f(x+1)2+
dx
2f(x+1)3

=In/x-2/ + 3In/x+1/ + > : 2T
x+1 (x+1)

f 7x3+20 x?435 x— 13

3) x*(x*+ 4x + 13)

dx.

Penyelesaian:
7x34+20 x’+35x—13 A B N C(2x+4) D

x%(x*+ 4x + 13) x  x*  x*+4x+13  x*+4x+13°

7x34+20x*+35x— 13 =Ax(xX*+ 4x + 13) +
B(x*+ 4x + 13) + C(2x + 4)x2 + D x2.

Akan diperolen: A=3,B=-1,C=2,D=1

Jadi integral:
7x3+20 x%+35 x— 13 3 dx
f 2,2 = f_ dx - — Tt
x“(x°+ 4x + 13) X
2(2x+4 dx
fRED g
X%+ 4x +13 x+4x+13

=3 0n/x/ + l+2|n/x +AX +13 )+~ arctanTZ+C

Catatan: x? +4x+13 (x+2)2+9
Untuk pecahan dengan penyebut x? + 4x + 13 tidak diambil
bentuk

Cx+D

———— melainkan lebih baik
x“+ 4x +13
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C(2x+4)
x%+ 4x +13 X%+ 4x +13

2(2x+4
[2EE gx=Cln/x*+ 4x +13/
D

dan | ————dx= | ———
fx2+ 4x +13 fx+2)2+9

karena integrasi
D x +2
dx =—arctan —
3 3

C. INTEGRASI FUNGSI TRIGONOMETRI

1. Bentuk: [ R (sin x,cos x)dx
Disini dilakukan substitusi: tan % X=7—

1
> X=arctanz — x=2arctanz

_2dz
T 1422
y4
1
. .1 1
smx=23|n—xcos—x
2z
\/ \/1+Z 1+2°
COS X = COS? x-sm x

1 z¢ 1—z2

_ 1+z°>  1+z%> 1472
Misal:
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dx
1 =
) _fsinx
Penyelesaian:
. 1 2dz
ambil z=tan-x —x=2arctanz — dx= >
2 1+z
sinx = 2z sehingga:
T 1422 g9a:
dx 2 1422
f — = f 5 . dz
sinx 1+z 22z
_ dz
B Z
=In/z/+C
1
:In/tanzx/ +C
dx
2 =
) f5+4cosx
Penyelesaian:
. 1 2dz
ambilz=tan=x —»x=2arctanz — dx= >
2 1+z

52

COS X = 17z sehingoa:
T 1422 g9a:

1-22 94272
St+4cosx=5+4. — =—
. 14z 14z
Jadi:
dx 2 14272
| =[—. — dz
5+4 cosx 1+Zd 9+z
Z
=2
f9+zz
2 Z
=-arctan(z)+C
3 3 )
2 tan 5 x
:garctan( 32 )+ C
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a) [ R (sinx) cos x dx
Disini dilakukan substitusi: sinx =t — cos x dX = dt
[R (sinx)cosxdx = [R(t)dt.

b) [ R (cos x) sin x dx
Disini dilakukan substitusi: cos x =t — sin x dx = - dt

[R(cosx)sinxdx =-[R(t)dt

¢) [ R (tan x) dx
Disini dilakukan substitusi: tanx=t — x =arctant

V142 t dx = at

1+t2
X
1

Jadi [ R (tan x) dx = [ 224

(tan x) dx = T
Misal:

sin3x
Y [

2+COSX

Penyelesaian:
Ini dari bentuk: [ R (cos x) sin x dx
cosx=t — sinx dx=-dt

sind®x sin?x .sinx dx
N
2+ cosx 2+ cosx
= - dt
f2+t ( )
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_ft—l
t+2
= f(t—2+t+2)dt
:5t2—2t+3ln/t+2/+c
:%coszx—2003x+3In/cosx+2/+C.

2) f - sm X
Penyelesalan

. dt
ambil tanx =t — x=arctant — dx= T
2 t*
sin°x = Iht. Gb.
1+ t? ( )
2 2 +t*
_gindx= 2- t =
2—-sin“x= 2 T 2 1+t2
1+t?
Jadi: = .
fz—smx f2+t2 1+1,“2

_f2+t2

t
= —arctan — +C

V2 V2
= iarctan fanx +C
V2 V2

:%\/Earctan(%\/?tanxﬂc.

2. Bentuk: [ sin™ x cos™x dx
Q

a) D n=2p+1 ( bilangan ganijil )

[ sin™x cos?PtIx dx = [ sin™x cos?Px cos x dx
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= [sin™x (1 —sin?x)P cos x dx
ambil sinx =t — cos x dx = dt.
Jadi:  [sin™x cos?P*x dx = [t™ (1—t*)P dt
menjadi integrasi fungsi rasional dalam t.

b) m=2p ( kedua duanya genap )
n=2q

[ sin™x cos™ x dx  diselesaikan melalui:
. 1 1
sin®x=-(1-cos2x) dan cos®x == (1+cos2x)
Jadi:

[ sin?? x cos?? x dx

f(l COSZX)(1+COSZX ) dx

Integran akan mempunyai pangkat ganjil dan genap untuk
oS 2X

Misal:
1) [sin?xcos3xdx = [sin?x cos? x cosx dx
sinx=t — cosxdx=dt
= [ sin?x (1 — sin? x) cos x dx
— 2 (1 _+2 —13_ 15
= [t* (1—t?)dt -+ C

1 . 1 .
= gsm:”x- Esm5x+C

. . 1-cos2x
2) [sin®x cos®x dx —sin?x= ————
1+ cos2x
— Co?X = ————
2
. 5 ’ 1-cos®2x
SIn® X COS”™ X = T
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1+ cos4x
2

Cos 4x

I

_%( ):%-

<l W

Jadi:
. 1 1
J sin?x cos? x dx = [ (5 — < cos 4 x) dx
1 1 .
==X - =sin4x +C
. . 8 32
Cara lain mengubah integran:
. 1 .
sin®x cos? x = Z(Zslnxcosx)2
1 .
:—S|n2 2X

1—- cos4x
—1( ):1 2 cos 4x.
8 8

3. Bentuk: [ sinmx cos nx dx

a) [ cosmx cosnxdx
Integran diubah: cos mx cos nx = % [cos(m+n)+
cos(m-n)]
b) [sinmx cos nx dx
Integran diubah: sin mx cos nx = % [sin(m+n)+
sin(m-n)]
¢) [ sinmx sin nx dx
Integran diubah: sin mx sin nx = % [-cos(m+n)+
cos(m-n)]
Rumusan berikut diperlukan untuk menemukan integral-
integral Trigonometri:

sin?x + cos®x =1
1 + tan®x = sec?x
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1 + cot?x = cse?x

sin®x =Y (1 — cos 2x)
cos?x =¥ (1 + cos 2x)
sin 2x = 2 sin X €os X
a’>=b?+c®>—2bccos A
b?=a?+c®—2ac cos B
c®=a’+b’>-2abcosC

2, 2 4+ 7R

sinA sinB sinC

2 COS X COS Y =C0s (X +Y) +cos (X—Y)
2sinxsiny =cos (X-y)-cos(x+Yy)
2sinxcosy =sin (X +y)+sin (X-Yy)
2cosxsiny=sin(x+y)-sin(x-y)
sin (X +y)=sinx cosy + cos xsiny

sin (X -y) =sin X cosy — cos X siny

€oS (X +Y) = €0Ss XCoS y —sin X sin'y

CoS (X -y) =C0s Xcosy + sin xsiny
tanx + tany

tan(x+y) =

( y) 1-tanxtany
tanx—tany

tan (x-y) = ————
1+ tanxtany
cotxcoty — 1

cot (X +y) = —————
coty + cotx
cotxcoty + 1

cot(x-y)=————

coty— cotx

sinx+siny=25in(x+Ty)cos(

x—y)

x—y
=)

xX—y
=)

x—y
=)

sinx-sinychos(HTy)sin(

cosx+cosy:2(:os(x+Ty)cos(

cosx-cosy:-ZSin(HTy)sin(
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Misal:

1) [sin5x sin3xdx= [ %[- Ccos 8x + cos 2x ] dx
sin 8x sin 2x

= - + +C.
16 4

2) [sin®*x dx :f%(l—c052x)dx
=Y X —Yasin2x+C
3) [sin3xcos5x dx

:f% { sin (3x — 5x) + sin (3x + 5x) } dx

1 1
=—=C0S2X— —cos8x +C
4 16
1
4) [ cos 4xcos 2x dx = > f(cos 2x + cos 6x) dx

1 . 1 .
=-=sin2x+ —sin6x+C
4 12

D. RUMUS REDUKSI

Gunakan integral parsial pada integral [x™e* dx sebagai
berikut:
[x"e*dx=[x"d(e*) =x"e*-n [x"le¥ dx
Sedang [ x™ le* dx = [x"" 1 d(e®) =x""le*-(n-1)
[ x™2e* dx
Jadi:
[xme*dx=x"e*-nx"teX+n(n-1) [x" 2e* dx

Jika suku terakhir diperlakukan dengan integral parsial
maka integran x™ 2e* akan turun satu tingkat menjadi
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x"3e*. Demikian seterusnya akhirnya akan tinggal bentuk
integral [e* dx= e* + C saja.

Bentuk [x™e* dx = x"e* —n [x™le* dx, disebut
rumus reduksi.

1) fcos™xdx= %cos"‘1 X sin X + %1 [ cos™ 2% x dx
[cos™xdx = [ cos™ 1x d(sin x)
=cos™ 1 x.sinx + (n—1) [ cos™ %x. sin®x dx
=cos™ 1 x.sinx+(n—1) [ cos™%x (1— cos?x)dx
[cos™xdx =cos®™ 1 x.sinx+(n-1) [cos™ %x
(n—1) [ cos™ dx

Suku terakhir ruas kanan di pindah ke ruas Kiri:
n[cos™xdx = cos™1x.sinx+(n—1) [ cos™ %x dx
Jadi:

1 1o -1 _
Jcos™xdx =— cos™! x.sinx+ nT [ cos™ %x dx.

Misal: [ cos® x dx
Penyelesaian:

1 . 5
Jcos®xdx == cos® x.sinx+ = [ cos*x dx
1 . 3
Jcos* xdx =2 cos® x.sinx + 7 [ cos®x dx
1 . 1
Jcos? xdx == cosx.sinx + = [ cos®x dx
1 . 1
= cosx.sinx+ - x+C
Jadi:
6 _ 1 s . 5,1 3.
Jeos®xdx =~ cos®x.sinx+ = (5 cos® x.sinx

+ 3 (l COS X. Sin X + = X)) +C
4 2 2
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[ cos® xdx =

1 . 5,1 f 3 . 3
A c055xsmx+g(z cos3 x.smx+§cosxsmx+§x)+c

1 . 5 . 15 . 15
=-cos’xsinX+—cos3 xsinXx+—=cosXxsinx+—x+C
6 24 48 48

, 1 . .
2) [ sin®x dx =- ~sin™! x cos x + "Tfsm" Z x dx
[ sin™ xdx = — [ sin™ 1x d(cos x)
=-sin™ 1 x. cos x + (n - 1) [ sin™ 2x. cos?x dx
=—sin"1xcosx+ (n—1) [sin™?x (1— sin?x)dx
[ sin™ x dx = - sin™ ! x.cos x + (n— 1) [ sin™ 2x —
(n—1) [ sin™ dx
Suku terakhir ruas kanan di pindah ke ruas Kiri:

n [sin™ xdx =- sin® 1 x.cosx + (n—1) [ sin™ %x dx
Jadi:

. 1 . oo e P
[sin®xdx = - — sin""! x. cos x + nT [ sin™2x dx.

Misal: [ sin® x dx =

Penyelesaian:

. 1 5 ¢ .
[ sin®xdx =— = sin®x.cosx+ = [ sin*x dx
. 1. 3 [ .
Jsin® xdx =— < sin® x.cosx+ = [ sin®x dx
. 1 . 1 .
Jsin? xdx =- = sinx.cosx + - [ sin®x dx
1 . 1
=- g sinx.cosx+ - x+C
Jadi:
. 6 _ 1 . 5 5 1 . 3
Jsin®xdx = - = sin®x. cosx + = (== sin® x. cos x

+ 3 (—1 sinX. COS X + = X)) +C
4 2 2
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1. 5, 1
=-z sm5xcosx+g(—z sin3 X. cos X —

3 . 3
gsmxcosx+§x)+c

1
Al

: 5,
Sin®x cos X - ” sin3 X coS X —

15 . 15
—=sinxcos X +—x+ C.
48 48

Rumus reduksi (1) dan (2) dipakai jika n positip.

d sinx -2 dx
—= e m> 1.

3 cos™x  (m-1)cosm1x m-17J cosm2x’
Dari rumus (1) :

1 _ : -1 _
Jcos™ xdx == cos™ " x.sinx + nT [ cos™ 2x dx

—cos™ xsinx

Ditulis: [ cos™ %x dx =
Ambil: n—-2=-m, (m>1)
—>n=-m+2
—n-1=-m+1, diperoleh:
—cos™ M~Dxsinx

n
+ — [ cos™x dx
n-1 n-1

[cos™™Mx dx =

- (m-1)
=2 ned)
p—— [ cos x dx
Jadi:
f dx sin x m—Zf dx ms1
cosmx (m-1)cos™1x m-17Y cosm2x’ '
. dx _
Misal: [ ——=

Penyelesaian:
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f dx _ sinx + 2 dx
cos*x  4cos3x 37 cos2x
sin x 2
=—— + =tanx + C.
4 cos3x 3
) f dx —cosx m—Zf dx m>1
“Jsinmx (m-1)sinm1x  m-1Y sinm2x’
Dari rumus (2) :
, 1, -1 e
Jsin®xdx = - = sin™"!x. cosx + nT [ sin™2x dx
o o sin® 1x cosx n ]
Ditulis: [ sin™2x dx = + [ sin™x dx
_ n-1 n-1
Ambil: n—-2=-m, (m>1)
—n=-m+2
—n-1=-m+1, diperoleh:
in— (M-1) - (m—
L sin X CcosXx m-—2
[sin~™x dx = + —(m=2)
- (m-1) -(m-1)
[ sin=(M=2x dx
Jadi:
dx —CcoSs x m-—2 dx
J—= : +—=[= . m>1
sinmx (m—-1)sinm-1x m—1"Y sinm2x
dx
Misal: =
fsin6x

Penyelesaian:
dx —CoSsXx dx
J oz +2f
5

sin®x 5sinSx sintx
_ —CosXx 4 ,—COS X + zf dx )
- 3

5sin> x 5*3sin3x sin2x
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_ —cosx 4 cosx . 8 dx
" 5sinSx 15 sin3x 15 sin2x
_ TCOoSx 4 COSX 8 —COsx 9[ dx )
5sin5x 15 sin3x sinx 17 sin®x
—CcoS X 4 COSX
= — - = - Zctanx +C
5sin5x 15 sin3x 15
BAB 111
INTEGRAL TERTENTU
A. LUAS DAERAH DATAR
1. Jumlah Terbawah dan Jumlah Teratas
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Suatu fungsi y = f(x) umpama kontinu dalam selang (a, b)

seperti pada gambar berikut: A
YA Pn n
Py T2
Cy T1
C
B m »
of A B O A B

M dan m merupakan harga terbesar dan terkecil fungsi.
Bagilah selang (a, b) kedalam n bagian yang tidak perlu
sama, yaitu dengan menempatkan titik-titik bagi:
A= X0y X1y X2, ceveeenneiineaineeanan, ,Xn-1, Xn = b sehingga:
XOSXL<X2 teiiiiiiiiiinieinnnen, <Xn-1<Xn
dan tetapkan X1 - Xo=A x1
X2 —X1=AX2
Xn —Xn-1= A Xn
Kemudian carilah harga fungsi terkecil dan terbesar dalam
tiap selang bagian karena fungsi kontinu pada selang (a,b).
Misalkan mendapat:
(Xo, X1) dengan my dan M
(X1, X2) dengan mz dan M

(Xn- 1, Xn) dengan m, dan My
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Dibentuk jumlah sebagai berikut:

Sho=m1 A Xt + M2 AXe o mn A Xp =
i=1 MAx;

Ini dinamakan jumlah terbawah.

Sh =M1t Axt+ M2 AXo coiniiiiii. Mn A Xn =
i=1 MiAx;

Ini dinamakan jumlah teratas.

m (b —a) = luas ABCD

M (b —a) = luas AEFB

Sn = jumlah terbawah atau jumlah luas empat persegi
dalam.

Sn = jumlah teratas atau jumlah luas empat persegi luar.

2. Integral Tertentu
Dalam setiap selang bagian (Xo, X1), (X1, X2), (X2, X3)..... (Xn
-1, Xn) tempatkan titik-titik €1, €, €3, ....... €n dengan
ketentuan:
Xo<E1< X1, X1 <& X2, ovvnnn.... Xn-1<&< Xn
Harga fungsi di titik-titik tersebut adalah: f(€1), f(€2),
........... f(€n), dan
Sn=1(€1) Ax1+1f(E) Ax2+1{(E3) Axs+ ...... + f(€n) Axn =
T EE) Ax,
Jumlah demikian disebut jumlah integral fungsi f(x) pada
selang (a, b).
Jika n — o maka jumlah integral fungsi dimungkinkan A
X, — 0
Jadi limit Sn=Ilimit Y, f(€)Ax;=S

AxX —0 Ax —0
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Definisi:

Bila pada sembarang selang bagian dari (a, b) berlaku
sedemikian rupa max. A x; — 0 dan untuk setiap pilihan
titik A x, dari selang (i1, Xi), jumlah integral menuju suatu
jawaban dan sama dengan limit S, maka limit ini disebut
integral tertentu dari fungsi f(x) dalam selang (a, b).

Ditulis dengan lambang: [

be(x)dx

Ringkasnya: limit Y7, f(€) Ax = [, f(x)dx
Ax,—0

Bilangan a disebut limit bawah dari integral, bilangan b
disebut limit atas dari integral . Selang (a, b) disebut selang
integrasi dan x merupakan perubah dari integrasi.

Definisi:

Jika untuk fungsi f(x) limit itu ada, maka dapat dikatakan
fungsi itu dapat diintegrasikan pada selang (a, b).

Y y=1(x)|_
L
0] ) b X >
f: f(x) dx menggLambarkan luas daerdh datar diatas sumbu

X, dibatasi kurva y = f(x) , garis tegak x = a, x = b, dan
sumbu X.

3. Sifat Dasar Integral Tertentu.
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1) f:kf(x) dx =k f:f(x) dx
Bukti:

L7k FO0) dx=limit X7k f(€) Ax,
max. Ax,— 0

=k limit {;1 f(gl) A Xj
max. Ax,— 0

=k [7 f(x) dx

Jadi: o

D [k FO) dx =k [ f(x) dx

2) f:/fl(x) + f2(x)/ dx = f: fi(x) dx +
[} f2(x) dx
Bukti:
f:/ f1(x) + fo(x)/ dx
= limit [ YL fi(€)Ax + YL, BR(E)Ax ]
max. Ax,— 0

=limit Y, f; (€) Ax; + limit r B (€)Ax
max. Ax, — 0 max. Ax,— 0

=[] fit) dx+ [ f(x) dx

Jadi:
%

U [ 100 + 00/ dx = [7 ) dx+ [7f00 dx
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3) Untuk tiga bilangan a, b, dan ¢ dipenuhi:

[ fdx = [Cfx) dx + [’ f(x) dx dengan
syarat bahwa ketiga integral ini ada.

Bukti:  Xof(E)Axi = Xof(E)Ax + X2f(E)Ax
dimana a<c<hb.

Selanjutnya dikenakan limit max. A x, — 0,
mendapatkan hasil:

[P fdx = [C oo dx+ [0 f(x) dx
Jadi: o

U ff fG)dx = [Lfe) dx+ [ f(x) dx

4. Menilai Integral Tertentu

Rumus  Newton-Leibniz: Pada Integral tertentu
f: f(x) dx , misalkan batas bawah a tertentu sedang batas

atas b berubah-ubah. Hanya integral turut berubah-ubah.
Jadi integral merpakan fungsi dari pada limit atas.

Kita ambil limit atas dengan x dan perubah integrasi
dengan t sehingga integral baru adalah: f; f(t) dt. Untuk a
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bilangan tetap, integral ini berupa fungsi dari limit atas x.
Fungsi dapat ditulis: ¢(x) = f: f(®) dt.

A
Y Xt — Ao
Al f(€)
AX X X R
O] A1l X \ X+AX "

Jika f (t) bukan fungsi negative, maka besaran ¢ (x) berupa
luas gambar A1 A X; yang merupakan fungsi x. Kemudian
kita akan mencari derivative dari @ (X) menuju X atau
derivative integral tertentu terhadap limit atas.

Teorema 1:
Bila f (x) fungsi kontinu dan ¢ (x) = f; f(t) dt, maka
mendapatkan persamaan: dq:iix) =1 (x).
Bukti:
x+Ax x
¢ (x +Ax) = [ f@) d = [ f(t) dt +
x+Ax
J.77T @) at

Pertambahan dari ¢ (x) ialah:
AQ=0(x+Ax)-0(X)
=X F@a+ 7 F) d
=[F@) o
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x+Ax

Jadi:A(p:fx f(t) dt
Mengingat: A @ = (€) (x + Ax —x) = (€). Ax dimana x
Ao :f(E).Ax:f(S)
Ax Ax
. . .. Ag .
Jadi: @ (x) = limit T lim f(€)
Ax—0 Ax —0

<& <x+ Ax, maka:

Teorema 2:
Jika F(x) suatu antiderivatif dari fungsi kontinu f(x), maka:

2 () dx= F(b) - F(a)
Ini disebut Rumus NEWTON — LEIBNIZ.

Bukti:

F(x) dan F(x) + C

dua fungsi antiderivatif dari f (x) (kedua fungsi hanya
berbeda pada bilangan tetap C)

J5f @®dt= F+C
Dan [ f (£) dt=0= F()+C —C=-F(a)
[7f (®) dt= F(x) -F@)

dengan mengubah x = b dan menggunakan rumus Newton —
Leibniz diperoleh:

[ f (@® dt= ) - R
atau mengganti variabel integrasi t dengan x
Mendapat: f; f (x) dx = F(b) - F(a)
Kita ganti penulisan F(b) — F(a) = [ F(x) ]2
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Jadi:

9]

b
J, f () ax=[F(x) 13 =F(b) - Fa)

Misal:
1) ffxz dx =

Penyelesaian:
4 2 : x2+1 4
f]_ X dX_[32+1 ]13
4 1
=(5)-(3)
= 21.
4 dx
2 |, ==

1x2_

Penyelesaian:
4d_x_ x—2+1]4
1 x2 —2+1 1 .
(X y. (Lo
=(2)- (&)
3

4
3) f03/5 xdx

V1—x2

Penyelesaian:
f3/5 xdx

0 \/1—x2: [-

=7 I;/°
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=-(Ja-2)-1 =z

Atau: 1-x2> =t - d(1-x)=dt »-2xdx=dt —»x
dx = - = dt

f3/5 xdx f16/25—%dt
0 Vvi—xz Jo t%
1 16/25  _
=- 1[0/ 12
270

1 16/25
=--[2 t'2];

= \/E]iG/ZS
4
=-[¢-1]
1

E.
b
n [P =

a x

Penyelesaian:
b dx _

07_ [ In x ]2

= Inb-Ina
——
—In(a)
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5) [ (4x+6)dx=
Penyelesaian:

[l(4x+6)dx= [2x2+6x |}
=(8+12) - (2+6)=12

6) [ VAx+1 dx=

Penyelesaian:

JNEXFT dx= Y [7(4x+ 1) d(@dx +1)
=Y, [2/3 (4x+1)*?73
=Y, (2/3(8+1)¥2-2/3(0+1)%?)
= Y ((2/3.27)—(2/3.1)

13
T3

5. Mengganti Variabel kedalam Integral Tertentu

Teorema:

b
Diketahui fa f (x) dx dimana f (x) kontinu pada selang
(a, b), masukkan perubah baru t melalui rumus x =@ (t).
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Jika:

2) ¢ (a)=adan @(p)=b

b) @ (t)dan @’ (t) = masing-masing kontinu pada (., )
c) f [ (t) ] terdefinisi dan kontinu pada selang (a, ),

maka: [7f (o) dx= [ (@ (1) ¢ (1)t

Bukti:
Umpama F (x) antiderivatif dari f (x), kemudian [ f (x) dx
= F(x) + C, dan

Jfo(t)e (t)dt =+C.

Persamaan ini diuji melalui mendeferensir kedua ruas
menuju t, kemudian ditulis atau ditambah batas a dan b.

[P fodx= [F(1)]5 =F(b)-F @
Proe (ha=rFlo)1E =F@)-F@

Misal:
1) Hitung f, f VrZ — x? dx

Penyelesaian:
Perubah x diganti melalui x=rsint — dx=rcos tdt
Jikax=0 — 0=rsint —»t=0

X =r > r=rsint —»t=JI/2

Jadi:
forf Vr2 — x? dX:foﬂ/Z\/r2 — r2sin?t .r cost dt
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= fél/erz(l— sin?t) .rcost dt
=r? foﬂ/zv cos2t . cost dt

y .
=r? [ /2 cos?t dt — gunakan reduksi

2fJI/Z 1+ cos 2t dt
2

=§[t+ sin2t 1)/
=2 (U1/2+ 2sin2.J1/2 )-( 0+ 2sin2.0))

2
= ﬂTr adalah luas seperempat lingkaran dengan jari-jari r

2) Hitung f

4x2

Penyelesaian:
2

Ambilx=2tant — dx= 05?1

4 + x?2 =4+4tan’t =4 (1 +tan’t) =4 sec’t
x=0 —-0=2tant — t =0

=2 —2=2tant — t =JI/4

Jadi:
fz _ fJI/4 2 dt
0 4+x2 4 sec?t cos?t
1 fJI/4 dt
2 i sec?t cos?t
1 4
= 2 [t
20y
4
=20t
Lt
_J
.
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6. Integral Tertentu pada Integral Parsial

Umpama u dan v masing-masing fungsi dari x maka: (u v)’

=uwv+tuv’

Kedua ruas diintegrir dengan batas-batas a ke b, sehingga:
f: (uv)y dx = f; wvdx + f: u v’ dx

Karena f; (uv)’dx = uv+C, maka f; (uvy dx =]

uv 18

Jadi: [uv 1= f; u dv + f; v du, atau

f:u dv :[uv]Z-f;vdu

U f;udv :[uv]g-f:vdu

Misal:

1) Hitung [, Inx dx
Penyelesaian:

u=Inx —du= idx

v=x —dv =dx

Jadic [ Inx dx = [xInx 1§ - [ x i dx
= [xInx 15 - [x 15
=elne-2In2-e+2
=zelne-e+2(1-In2)

2) Hitung f; X €os X dx

Penyelesaian:
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u=x —du=dx

cosXxdx =dv — dsinx=dv —sinx =v — [udv=
uv- fudv

Jadi: fj;) x cosX dx =[xsinx ]9 - f; sin X dx
=[xsinx 1%+ [cosx 19

(05sin 0 —JIsinJI)+ ( cos 0—cos JI)
gO—O)+(1—(-1))

B. INTEGRAL TIDAK SEBENARNYA
1. Integral dengan Limit Tak Berhingga.

Umpama f (x) didefinisi dan kontinu untuk semua x
dalam selang
a<x<+o,dan 1(b)= f; f (x) dx, maka integral ini
mempunyai arti tiap b > a perubahannya mengikuti b. Jadi
sebagai fungsi b yang kontinu.
Definisi:
Bila ada suatu limit berhingga untuk limit f (x) dx,

b — + o maka limit

ini disebut :
Integral tak sebenarnya dari fungsi f (x) pada selang
(a, + ), ditulis dengan lambang: [~ f(x) dx

Menurut definisi: f;m f(x) dx=limit f; f(x) dx

b—+ o
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Integral tersebut disebut Konvergen apabila ada,
sebaliknya disebut Divergen apabila hasil integral tidak
ada.

Misal:

1) Selesaikan f
Penyelesaian:
I Z=imit [
b—+o
= limit [ - i]’;
b—+o
= limit (->+1)
b—+o
=1 (Integral ini disebut konvergen).

mdx

Y 4
.’// ' >
(0] a b— o X
Ditinjau dari segi gedmetri adalah luas gambar datar yang

diarsir yaitu dibatasi kurva y = =, sumbu x, garis tegak x =
1, dan x = b kemudian bergerak menu;u 1+ co.
2) Hitung [* T +x2
Penyelesaian:
f+c\) dx — 0 dx f+m dx
- 14 x2 — 1+ x? 0 1+x?
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T 0 dx S b
= limit [ —— + limit [j

a— -0 b—+o

dx
1+ x2

= limit [arctanx ]9+ limit [arctanx]3

a— - b—+ow

= limit (arc tan O - arc tan a) + limit (arc tan b - arc tan 0)
a— - b—+

=+ g + g = =JI (Integral konvergen).

+o0 2x-1

3) Hitung [ 5 X
Penyelesaian:
+0 2x-1 _ ptod(x2-x+3)
=limit e
b—+oo
= limit [In/x?—x + 3 /1%
b—+w
=limit(In/b>—=b + 3/ -In/12=1+ 3 /)
b—+ o
=limit(In/b?—= b + 3/ -1In 3)
b—+ o

=+ o (Integral divergen)

Teorema 1:
Apabila untuk semua x > a berlaku ketidaksamaan 0 <

f(x) <@ (x) dan apabila [ "¢ (x) dx adalah
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konvergen, maka [ " f (x) dx juga konvergen dan
Lofeode < [0 () dx.

Misal:

A H A + dx
Selidiki konvergensi integral |, e
Penyelesaian:

1 1
Untuk x > 1 maka: o) <5
+ o dx .. b dx
Sedangkan [~ == limit [ —
b—+ o
. . 1
= limit [--]7
b—+ o
= limit (- = +1)
b—+o
=1
Jadi: f;mﬁ juga konvergen dan nilainya kurang

dari 1.

Teorema 2:
Apabila untuk semua x > a, berlaku ketidaksamaan: 0 <

@ (x) <f(x)danapabila [ ¢ (x) dx adalah divergen,

maka integral ) 1+ © f (x) dx juga divergen.
Misal:
Selidiki konvergen / divergen untuk f: mx\;;_gl dx

Penyelesaian:
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Untuk x > 1 berlaku hubungan: = \/%1 > % = %
Untuk [°-= = limit fb ax
b — + 00
= limit [2vx]?
b—+ow
= limit (2vVb-2+1)
b—+ow
=+
Jadi: f;m’” ' dx adalah divergen.
Teorema 3:
Jika fa+ “/f (x)/ dx konvergen, — f;mf (x) dx juga
konvergen.
Misal:
Selidiki konvergen / divergen untuk integral f+msmx dx
Penyelesalan
i sinx
—/
Sedangkan f = limit f
b—+ow
.. -1
= limit [ﬁ ]11)
b—+o
-1
= limit (ﬁ PR
b—+ow

1

2
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Jadi: [ “3NY 4y juga konvergen.

x3

2. Integral dari Fungsi Diskontinu

Fungsi f (x) didefinisikan dan kontinu pada selang a
< x < C dan tidak didefinisikan atau diskontinu untuk x = C.
Pada keadaan demikian tidak dapat diselesaikan
facf (x) dx sebagai limit jumlah integral, sebab f (Xx)
diskontinu dalam selang (a, ¢) dan untuk alas an ini
limitnya tidak ada.
Integral facf (x) dx dari fungsi f (x) dimana diskontinu
pada titik x = C didefinisikan sebagai berikut:

[F @dx= limit [ f (x) dx
b—C~
Jika limit dari ruas kanan ini ada, integral diatas disebut
integral tak sebenarnya yang konvergen dan sebaliknya jika
limitnya tidak ada disebut divergen. Apabila f (x)
diskontinu pada titik x = a, maka didefinisikan:

Ji f (o) dx = limit [° £ (x) dx

b—a’t
Apabila f (x) diskontinu disembarang titik x = xo dalam
selang (a, ¢) dimana a < Xo < ¢, didefinisikan:

Jif@dx = [°f()dx  + fxcof (x)dx  dengan
ketentuan bahwa ruas kanan mempunyai limit berhingga.

Misal:

1) Hitung f;ﬁ%dx

Penyelesaian:

77 Program Studi Pendidikan Matematika



f(x) = L diskontinu pada titik x = 1
Jadip [l 2X o dx = limit fb dx

0 Vi-x Vi-x
b— 1"
= limit [2VI=% ]2
b— 17
~limit - (2v1=D - 2v1=0)=2
b— 17
2) Hitung f“ dx

Penyelesaian:
f (x) = — diskontinu pada titik x =0

+1d 0 dx | o (ld
I, x—x—llmf >+ lim 5=

81 — 0_ 82 — 0+
.. € .. 1
= limit [-;] 2+ limit [-—](%42
81 — O_ 82 — 0+
=limit (=2 +1) + limit (=1 + —)
81 E2
81 — 0_ 82 — O+
= o (Integral divergen)
Catatan: Y
+1 A 1., _ -
Seandainya dihitung langsung f [-=]2,=-2,

X
Ini tidaklah benar, sebab sumbu y merupakan asimtot
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dimana didekati menjulang ke atas, sehingga luas gambar
tidak dapat ditentukan luasnya dengan menggunakan limit.

Teorema 4:

Apabila dalam selang (a, ¢) fungsi f (x) dan ¢ (X)
masing-masing diskontinu pada titik x = ¢ dan pada semua
titik lain dari selang itu ¢ (x) dipenuhi ¢ (x) > f (x),
sedangkan [ ¢ (x) dx konvergen, maka [* f (x) dx juga
konvergen.

Teorema 5:
Apabila f (x) fungsi yang bergantian tanda dalam selang
(a, ¢) dan diskontinu pada x = ¢, sedangkan integral tidak

sebenarnya fac/ f (x)/ dx dari nilai mutlak
fungsinya itu konvergen a, maka
fac f (x) dx juga konvergen.

Misal:
: 1 1
Apakah integral fo NP dx konvergen

Penyelesaian:
Integran adalah diskontinu pada titik x = 0 dari selang (0,

1). Bandingkan fungsi ini dengan fungsi f (x) = \/i; , maka:

1 1 1dx . 1dx
< —= — = —
T ﬁ,dan foﬁ Ilmfaﬁ
a— 0t
=lim 2[Vx ]}
a— 0t
=lim (2V1-2+a
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a— 07
=2 adalah konvergen,

1 .
maka: —— juga konvergen.
\/§+4x3J g 9

BAB IV
APLIKASI INTEGRAL TERTENTU

A. LUAS GAMBAR DATAR
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1. Menggunakan Koordinat Ortogonal

Apabila pada selang (a, b) fungsi f (x) > 0, maka luas
gambar dibatasi kurva 'y = f (x), garis-garis tegak X = a, X =
b, dan sumbu x adalah:

[0

Luas = fff (x) dx , jika f(x)=0

Jika f (x) < 0, maka integral tertentu f: f(x)dx juga <
0, maka luas gambar dibatasi kurva y = f (x), garis-garis

tegak X = a, X = b, dan sumbu x adalah: 5

Luas = — [ f (x) dx, jika f(x)<0

Jika f (x) dalam selang (a, b) merupakan perubahan tanda
positip dan negatip (lihat gambar), maka luas gambar
dibatasi kurva y = f (x), garis-garis tegak x = a, X = b, dan
sumbu x adalah:

1/ )

O |a C d b X

N -V

U Luas = fac f (%) dx - ff’? (x) dx + f; f (%) dx

v
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Misal:
Hitung luas gambar datar dibatasi kurva : y = x3 + x? — 2 x
dan sumbu x.
Penyelesaian:
y=x2+x2-2x

=X(X+2)(x-1)
Perlu diselidiki kapan kurva ada diatas sumbu x dan
dibawah sumbu x.
Untuk itu diselidiki tanda-tanda positip-negatif y.
Pakai garis bilangan:

R A e

-2 0 1
tanda positipy : y>0untuk -2<x<0 dan x>1
tandanegatipy : y<Ountuk x<-2 dan 0<x<1

Maka luas gambar dibatasi kurva y = f (x), garis-garis
tegak X = a, X = b, dan sumbu x adalah:

O
V><

Menghitung luas dilakukan pebagai berikut:
Luas = f_oz( X3+ x2-2x)dx -fol(x3+x2—2x)dx

—rltya, 13 270 _ rlya, 1oz 211
SLox+ X X5 - [ X+ X - X o
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5
12

W wlw

+
_ 1

1

N

Apabila kita akan menghitung luas gambar dibatasi kurva
y=fi(x), y=*f(x), ordinat x =a, dan x = b, dan
umpama f1 (x) > f2> (), seperti pada gambar:

A

Y f1(x)

f2 (x)

v

0
Maka luasnya adalah:

9

C b b
Luas:fajljl(x)dx -fafz (x) dx
= J [f109 - f200 ] ox
J
\_/
Misal:
1) Cari luas gambar datar dibatasi kurva y=+/x dan

y=x?
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Penyelesaian:
Dicari titik potong dari y =+/x dan y =x?
— X2 = \/; — X4 =X
—x*-x =0 -x(x*-1)=0
x1 =0 danxz =1
X1 =0 —y1=0 — titik 0(0,0)
X2 =1 —>y2=1 —titik P(1,1)
diperoleh titik potong dua fungsi di O(0,0) dan P(1,1)

Y 1ty=vx—PQ11)

//

@) 1 X

»
»

Jadi: luas gambar datar dibatasi kurva y=+/x dan y=x2
adalah:
1

_ (1 ) —r2 %_ 1,391
Luas= [ ( Vx x2)dx = [Sx2- 223 5= 3
2) Cari luas gambar datar dibatasi garis-garisy =X,y =

%x,danyzl.

Penyelesaian:
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Dicari titik potong dari y =x dan y = é x — 0(0,0)
Titik potong dariy=xdany =1 — A(1,1)
Titik potong dari y = § x dany=1 — B(3,1)

A

Y y =X
1) y=1 Ay B(3,1)
L2
— 1
1 _EX
II II ,I :
0 1 2 3

Jadi: Luas = L1+ L
1 3
:fo(x-gx)dx+f1(1-§x)dx

1 1
=[x + [x——x* ]

1 4
= - + =

3 6
=1

Cara lain:

Luas= f,( 3y -y )dy
= [J(2y)dy
=[¥*16
=1

2. Menggunakan Fungsi Parameter
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Luas gambar datar dibatasi kurva dalam fungsi
parameter x =@(t),y=U(t)dimana o <t < B, o(a)=
a, o(p)=b.

Dari rumus luas = f:f (x )dx.

y=f(x) =f[o(t)] = Y(t)
dx = ¢’(t) dt

Jadi: Luas:fbf (x )dx
-f”’ [@(t)] ¢(t) dt
= ff U(t) () di

Luaszf(f Uct) @’(t) dt

Misal:
1) Cari luas elips dengan persamaan X =cost, y = b sin t.
Penyelesaian:

X bergerak dari — a ke + a, jadi parameter t bergerak dari t
=JIket=0.

Luas elips =2 fj? bsint(-asint)dt
:-Zabfj? sin? t dt
:2abf0ﬂ sin? t dt 4

=ab [’ (1-cos2t) dt i
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:ab[t—zlsinZt]{)I A
=Hab —aWr

2) Buktikan luas lingkaran dengan persamaan parameter
x =JI cos t, y = JI sin t sama dengan JI 12,

Penyelesaian:
x=Jlcost, dx=-rsintdt

y=JIsint,
X bergerak dari — r ke + r, jadi parameter t bergerak dari t
=JIket=0. A

Luas lingkaran = f: y dx
:2f10 rsint(-rsint)dt
— 2 (0 o2 [
=-2r2 [ sin’tdt
:2r2f0ﬂ sin? t dt o) X
—p2
=rf; (11—0032t) dt
:rz[t—;sinZt]{)I
=JIr.
3. Menggunakan Koordinat Kutub
Umpama dalam sistem koordinat polar ditentukan

persamaan kurva: r={f( ¢ ), dimana f ( ¢ ) fungsi kontinu
untuk a <o <p.

v
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Akan dihitung luas L dari gambar dibatasi oleh jari-jari

pengantar dengan sudut ¢ = a, ¢ =, dan kurva tersebut
(L =luas OAB).

1 :

Sumbu kutub

@)

Bagilah daerah datar oleh jari-jari pengantar dengan
menempatkan pembagian sudut dalam n bagian,

o = @o, P1, P2, ....... Qi-1, @i, ...... on=p

A @i = @i - Qi1
Tempatkan sembarang jari-jari pengantar r; dalam sudut
pusat A ¢i.

Luas sector lingkaran bagian sudut pusat A @i dan jari-jari r;
adalah:

AL = 51 N~ A Qi
Jumlah luas sector-sektor lingkaran yang ada:

—1yn .2
Lo = - 2i=1 7 A @i

=YL f (912 Ao
Karena jumlah ini adalah jumlah integral dari fungsi r? =
[f(x)]
Dalam selang a < ¢ < f, maka jumlah limitnya untuk n —
oo adalah:

FKIP Universitas Wiralodra Indramayu 88



) ) . KALKULUS
Buku Pegangan Kuliah: Sri Hartini 2021 INTEGRAL

Limit 22,0 F (91) - Aoi== £ 7 (i) do
== [Fr? do

Misal:
1) Cari luas spiral Archimedes r=a ¢ (a > 0 ) dibatasi
jari-jari r dari @ =0 hingga ¢ =2 JI

Penyelesaian:
r=ae

1 2]
Luas= — [[7r* do
_1 (B
=, a*¢* do

— 11 2421
= 2[3§0 15

4
= —J1a®
3

2) Cari luas daerah yang tertutup oleh Folium Descartes
dengan persamaan: x3—-3axy+y3 =0

Penyelesaian:
X +y +a =0 merupakan asimtot.
Substitusi x =rcos ¢ dan y=r sin ¢ pada persamaan:
x}-3axy+y’=0—
(rcos@)®—3a (rcosq) (rsing )+ (rsing)®=0
_ 3asingcosg
"~ sin3@ + cos3g
Daerah tertutup (bagian yang diarsir)
Mempunyai batas jari-jari pengantar

Dengan sudut ¢ = 0 hingga ¢ = g
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_ 1B >
Luas= — ['7° do
2 , (2J1 3asin®@cos®¢

0 (sm3(p + cos3¢@)?
_9 22 J-ZJI tan®¢ d(tan @)
(tan3¢@ + 1)?
[E _ ; ]211
2 tan3p +1°

3
==a’
T2

B. PANJANG BUSUR KURVA

1. Panjang Busur Kurva Datar dalam Koordinat

Orthogonal
Diketahui y = f (x) persamaan kurva dalam koordinat

orthogonal.
Akan dicari panjang busur AB antara dua garis tegak x = a
dan x =b.

Y a Q

)Axy

v
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Selang (a, b) dibagi dalam n bagian dengan menempatkan
titik bagi:

a= X0, X1, X2, cvnnnn. Xi-1y Xiy evvenn. xn=Db

Titik bagi pada kurva yang sesuai dengan titik pada sumbu
x, kita hubungkan berurutan garis patah: AC ...... PQ...... B
Segmen garis PQ ujumg-ujungnya dengan absis Xi.1 dan X;
mempunyai panjang: PQ = /(A x;)2 + (A y;)?

Selanjutnya kita lihat fungsi y = f )x) dan turunan y’
kontinu pada (a, b);

Jumlah garis patah AC ........ PQ........ B sama dengan:

AB = Z 1\/(Ax1)2+ (A yi)?

=y, /1+ (”‘)2 A x;

Menurut teorema pertengahan harga:
%: f ()= f (%)
A x; Xi—Xi_1
= (&) dimana X1 < & <X
Umpama PQ = A S; maka:

ASi =1+ [f' (&) P.-Ax
Jadi panjang busur yang antara x =a dan x = b adalah:

s=[)VI+ [f/OF dx= [ [1+(5)? dx

Jika fungsi diketahui dalam persamaan parameter:
X = x(t)
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ay _ G

y = y (t) maka dicari dahulu: — -+ » sehingga:

X i

S= [ [1+()? dx

= J %y +<d‘”)2 dt

Jadi panjang busur dalam persamaan parameter adalah:

[ 5+ (D

Misal:
1) Cari keliling lingkaran x?+ y? =12
Penyelesaian:
X2+ y?=r> - yzm
dy -X

dx 1,.2_ XZ

is:f /1+( &2 gy
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:for\/1+( —~)?dx Y4
rr—Xx
f — dx

0 dx 0

r’— x?

:[rarcsing]g
Jadi: s =r.2
4 2
— S=2JIr

2) Cari keliling lingkaran x =rcost dan y=rsint.
Penyelesaian:

dx .
X=rcost — —=-rsint
dt

y=rsint —>——rCOSt
s fj( L7 4 (292 d

= foz Vr? sint + r2cos?t dt
J1

= Jerdt
A
=1 [t];
Jadi: lS :r.ﬂ
4 2
— S=2Jr
o3
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2. Panjang Busur Kurva Datar Koordinat Kutub

Jika kurva dengan persamaan r = f (¢) maka hubungan
koordinat polar dan koordinat orthogonal adalah:

dx _ ar CcoS r sin
X=rcosQ — —= — -
0 do  do ¢ ¢
=rsin o oA sin @ +r cos
y ¢ do  do ¢ ¢

dx \» dy \» _ ,dr . 2 ar .
222 4 (22 = (== _ + (==
(d(p ) (d(p ) (d(p Cos @ — 1 sin @ ) (d(p sin
@+rcosq)?

2 — ﬂz+ 2
S (d(p) r

Jadi: S:f;i2 /(2_;)2 + r2 do

_ (%2 (4T N2 2
S—f(pl\/(d(p) + 72 do

Misal:
1) Cari panjang busur kardioda r=a (1 +cos )
Penyelesaian:

dr .
r=a(l+coso) —>%=-asm(p

¢ bergerak dari ¢ = 0 hingga JI memperoleh setengah
panjang busur.
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Lo — [Pz dr
Jadi: S = f(pl /(% )2+ 1?2 do

S=2 foﬂ\/(—asin(p)2+ a?(1 + cos @)% do
=2 foﬂ\/azsinz(p+ a?(1+ 2cos @ + cos’p) do
=2 f(j]\/az(sinzgo + 1+ 2cos@ + cos*p) do
=2a [ J(2+2cosg) do Y
=2a [)'\2(T + cosg) do

:ZafojI /Z(ZCOSZ%QD) do \

=4af0ﬂcos%<p do
= [8asinZ]g
=8a

2) Cari panjang busur lingkaran r =2 a cos ¢
Penyelesaian:

dar .
r=2acos¢gp ——=-2asing@
de

J
¢ bergerak dari ¢ = 0 hingga > memperoleh setengah
keliling lingkaran.

Jadi: S = [¥* /(3—;)2+ r2 do

J
S=2[2\/(—2asin@)2+ (2acosg)? do
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J
S=2 fOE\/LL a’sin*e + 4 a*cos*p do
1 A

=4a [7 do Y
JI

—4alo]} 0)

=21Jla M\

v

C. BENDA PUTARAN

1. Menghitung Isi Benda Putaran
Suatu gambar datar dibatasi kurva y =f (x), x =a, X = b,
dan sumbu x.

Fungsi y = f (x) kontinu pada selang (a, b).

A

Y f(X)
A

v

X0 —d
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Bagilah selang (a, b) dalam n bagian dengan meletakkan
titik bagi X0 =8, X1, X2, ceurnnn. Xi-ly Xi 1y Xn= D
Umpama §; titik pada selang bagian (xi-1, xi) jadi Xi1 <
i < Xi

Persegi panjang ¢ lebar A xi = (Xi-1, Xi) dan tinggi f (&)
jika berputar keliling sumbu x :

Isinya=A vi =JI[f(g) ]*.A xi

Jadi jumlah isi semacam ini adalah: PTG 17.A
Xi

Untuk n — o maka max. A xj — 0 mendapat isi benda
putaran; &)

v= L[ f ()] % ox

Misal:
1) Hitung isi bola dengan jari-jari r
Penyelesaian:
Lingkaran x? +y? =r? Kita putar keliling sumbu x, dimulai
dari x =-rhinggax = +r.

Isi bola=JI [ f (x)] % dx
=, y?dx
= Hf_rr (r?2— x?)dx
=J [ r®x— §x3 1%,
=JI( r3— %r3)fﬂ(—r3+ %r3)
=203 + 20
3 3

4
=-JIr3
3
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2) Bidang segitiga dibatasi garis % + % =1 dan
kedua sumbu koordinat. Hitung isinya apabila
diputar:

a. Keliling sumbu x
b. Keliling sumbuy.

Penyelesaian:

a. Isi bidang segitiga dibatasi garis 4 % =1

r
dan kedua sumbu koordinat apabila diputar
mengelilingi sumbu x:

Isi = J1 7] f (x)]2 dx
Zﬂf:yzdx
=Hfr t2(1- f)de
0 r
r X x?
:ﬂfo t2(1—2;+ ;)dX

t?x t2x?

— Tri2 hillad
= Jf,(t*-2 —+ —)dx
t2x?  t%x3
=JI [t*x- - — 16
tZTZ t2T3
= 2p. — 4+ —) -
JO (t°r " 13r2) 0
= J (tr- tr + t’r)
1 3
= -JIt?r
3 X y
b. Isi bidang segitiga dibatasi garis - + " =1

dan kedua sumbu koordinat apabila diputar
mengelilingi sumbu vy:
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Isi = J [ F )17 dy
=chd x % dy
=y (1= )2y
t 2
:nf0r2(1—2§+ 2 dy

tZ
t, o r’y  riy?
= —2 =+
)y (re=-2—=+ —-)dy
2 24,3

= (r’t- —+ —
t 31t
=1 (rft- rt+ort)

= L2y
3

2. Menghitung Luas Benda Putar

Jika fungsi y = f (x)kontinu pada selang [a, b], dan dan
f (X) = 0 dalam selang tersebut, dan jika kurva y = f (x)
diputar sekeliling sumbu x, maka terjadilah benda putar.

R Q B
Y A} P /
A /Yi1 Vi

x>

a X1 K1 Xi D

99 Program Studi Pendidikan Matematika



Menentukan berapa luas benda putar, dapat dilakukan
sebagai berikut. Bagilah selang [a, b] dalam bagian dengan

titik bagi:

AT X0, X1y X2y weeneiiiniiinieinenns, Xi-1, Xiy «vee, Xn =D,
Pada kurva diletakkan titik-titik yang mempunyai absis
sesuai dengan pembagian Xo, X1, ......... , Xn.

Umpama P (Xi-1, yi-1 ) dan Q (Xi, Yi),
AXi = Xi - Xi1
Ayi = Yi -Vi1
Pada putaran keliling sumbu x garis PQ melukis permukaan
kerucut dengan jari-jari yi dan yi1 dan tinggi A xi.
Luas ( PQ ) = JI luas garis PQ diputar keliling sumbu x
=J(yi -Yi1).
PQ (ini sesuai rumus luas mantel kerucut =
J(ri+rz).a). J(yi -Yi1 ). PQ=2J RR1. PQ,
dimana R tengah-tengah PQ.

f X;)+ f Xi-
Karena RR; = () 2( ) dan

PQ=(x —xi-1)2+ (¥i — yi.1 )? maka luas PQ adalah:
Luas (PQ) =

f(xi)+ f(Xi-1)

21 P Vxi=%21)% + 01— yiea )2
Karena f (x) kontinu pada [a, b], maka:

f(xi)+ f(xi-1)

2

Jika derivative f (x) yaitu f © (x) kontinu pada [a, b], maka
menurut teorema pertengahan harga:

Yi=¥iaa _ fG)+ f(Xia) ‘

Xi—Xi-1 B Xi—Xj-1 ! (&) dengan

Xi1 < & <X

=f(&) dimana X1 < & <x;
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Jumlah luas garis patah A — P, Q — B, adalah:
n f(xi)+ f(Xi-1) Oy )
=1 20 2 Jit (Xi—Xi-1 )2 ( X Xl_l) -

2NELf (@) V14 [ @) Ax
Jika n — o sedang max. A x; — 0 didapat:

Max. limit 271 Y%, f (&) V1+ [f G)I?Ax
AX1—>0

=20 [) () VI + {f/(0) dx. Jadi:
Luas benda putaran = 2 JI f: f)VJ1+ {f'(x)} dx

Luas benda putaran = 21 f;f ) J1+ {f'(x)}* dx

Misal:
1) Hitung luas bidang bola berjari-jari r
Penyelesaian:
Bidang bola terjadi dari lingkaran x? + y? = r? diputar
pada sumbu Xx.

+y2=r2 Sy=yr— 2
dy _ —x
E_ [2_ 2
Luas benda putaran = 2 JI f;f () V1+ {f'(x)}* dx

=20 [ Vr?— % \/1+{ =32 dx

r’— x*
2
X
=20 [ Jrr—x* [1+ 5— dx
-r r —x
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T
= 2J1f_rr\/r2— x? o

=20 rdx

=20 [rx |-,
=271 .2r°
=47 r?

dx

2) Hitung luas mantel kerucut yang mempunyai jari-

jari alas r, tinggi t dan apotema a.
Penyelesaian:

. X y
Persamaan garis — +

Z =1
‘ dx r
sx=r(-%)>—=- -
t dy t
—>x =71 (1 - %)diputar keliling sumbu y dengan
rumus:
Luas = 201 ['f () 1+ (F'O)F dy
t y r
:2ﬂf0 I'(l —?)\/1+{—;}2dy
: Y AET T
=2J1 fO r (1 — ?) ; dy
t y. a
=2Hf0r(1—?)?dy
_2Jlar AT
l— [y 2t]o
_2Jar t
St 2
= Jlar
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