Hasil Kali, Proyeksi dan Hasil Kali Silang

Hasilkali Titik dari Vektor-vektor

Misalkan u dan v adalah dua vektor taknol pada ruang berdimensi 2 atau ruang berdimensi 3,
dan asumsikan vektor-vektor ini ditempatkan sedemikian rupa sehingga titik awalnya
berhimpitan. Mengenai sudut antara u dan v (angle between u and v) yang kita maksudkan
adalah sudut 8 ditentukan oleh u dan v di mana 0 < 6 < m(Gambar 1).
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Gambar 1. Sudut 6 antara u dan v yang memenuhi 0 < 0 <m

Definisi:

Jika u dan v adalah vektor-vektor pada ruang berdimensi 2 atau ruang berdimensi 3 dan 6
adalah sudut antara u dan v, maka hasilkali titik (dot product) atau hasilkali dalam
Euclidean (Euclidean inner product) u - v didefinisikan oleh

w7 = ||u|| ||v||c059 Jikau #0danv # 0
0 Jikau=0danv =0

Contoh 1. Hasilkali Titik
Sebagaimana terlihat pada Gambar 2, sudut antara vektor-vektor u = (0,0,1) dan v =
(0,2, 2) adalah 45°. Maka,

u-v = ||u|| ||17||C059 = (\/02+02+12)(\/02+22+22)cos45°
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Gambar 2
Bentuk Komponen dari Hasilkali Titik

Misalkan u = (uq, u,, uz) danv = (v,, v,, v3) adalah dua vektor taknol. Jika 8 adalah
sudut antara u dan v sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 3, maka hukum cosinus
menghasilkan

|1PGI| = [Rel|” + [1w1]” = 2|1ul| [1vl|cos 6



(2)
Karena PQ = v — u, kita dapat menulis kembali (2) sebagai

] 1ol cos 8 = 2 [l + 1w ~ 1w —ull*)

atau
ws v =5 el + oIl = 1o - Il

Dengan mensubstitusi

||u||2 =u? + uZ +u? ||v||2 = vi+ v2+v2
Dan

v —ul]” = (1 — u)? + (Vg — wp)? + (V5 — ug)?
setelah disederhanakan, kita memperoleh

u-v= uv+ uv, + uzv; (3)

Meski kita menurunkan persamaan ini dengan asumsi bahwa u dan v adalah taknol, rumus di
atas juga berlaku jika u = 0 atau v = 0.

Gambar 3

Jika u = (uqu,) dan v = (v,v,) adalah dua vektor pada ruang berdimensi 2, maka rumus yang
bersesuaian dengan (3) adalah

u:*v= u1U1 + uzvz (4)
Menentukan Sudut antara Vektor-vektor
Jika u dan v adalah vektor-vektor taknol, maka Rumus (1) dapat ditulis sebagai
w-v

cosf—oV __ 5
Tallv] )

Contoh 2. Hasil kali titik menggunakan persamaan 3

Perhatikan vektor-vektor u = (2, -1, 1) dan v = (1, 1, 2). Tentukan u-v dan sudut 6 & antara u
dan v.

Penyelesaian:
w-v=uyvy +uvytuzgvy=2) () + (=D +(1)(2)=3

Untuk vektor-vektor tersebut, kita memperolehl |u|| = ||v|| = /6, sehingga dari (5)



u-v 3 1

cosfl = =

[Vl — Je/e 2

Jadi, 8= 60°

Contoh 3. Masalah Geometri

Tentukan sudut antara diagonal kubus dengan salah satu sisinya.
Penyelesaian:

Misalkan k adalah panjang suatu sisi pada sistem koordinat sebagaimana terlihat pada Gambar
4. Jika kita misalkan u; = (k,0,0),u, = (0,k,0), dan uz = (0, 0, k), maka vektor

d=(k, &k, k) =u; +uz+us
adalah diagonal dari kubus. Sudut 8 antara d dan sisi u;, memenuhi

ug -d

i? 1
I STy v

cosf!

Jadi,
0 =cos ! |~ 54.74°
3
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(0,0, k)
(A, K, k)
u q“i K,:v
; /: ,0,0)
Gambar 4
Teorema:
Misalkan u dan v adalah vektor-vektor pada ruang berdimensi 2 atau ruang berdimensi 3.
a) v'v= ||v||2,yaitu llvl| = (v-v)1/?
b) Jika vektor-vektor u dan v adalah taknol dan 6 adalah sudut di antaranya, maka
6 adalah lancip Jika dan hanya jika u-v>0
6 adalah tumpul Jika dan hanya jika u-v<o
0 =mn/2 Jika dan hanya jika u-v=_0

Contoh 4. Menentukan hasilkali titik dari komponen-komponen
Jikau = (1,-2,3),v = (-3,4,2) danw = (3, 6,3) maka



u-v=(N(=3)+(=2)@+B)2)= =5
vow=(=3)(3) + @)(6) + (2)(3) =21
u-w=(1(3) + (=2)(6)+ (3)(3)=0

Sehingga, u dan v membentuk sudut tumpul, v dan w membentuk sudut lancip, dan u dan
w membentuk sudut saling tegak lurus.

Vektor-vektor ortogonal

Vektor-vektor yang saling tegak lurus juga disebut sebagai vektor orthogonal. Dua vektor
taknol adalah ortogonal jika dan hanya jika hasil kali titiknya adalah nol. Jika kita setuju untuk
menganggap u dan v saling tegak lurus ketika salah satu atau keduanya adalah nol, maka kita
dapat menyatakan tanpa pengecualian bahwa dua vektor u dan v ortogonal (tegak lurus) jika
dan hanya jikau-v = 0.

Teorema: sifat-sifat hasil kali titik

Jika u, v dan w adalah vektor-vektor pada ruang berdimensi 2 atau berdimensi 3 dan k
adalah skalar, maka:

a) urv=v-u

b) u-(v+w)=u-v+u-w

¢) k(u-v) =(kuw)-v=u-(kv)

d) v-v>0jikav+#0,danv-v=0jkav=20

Proyeksi Ortogonal

Pada sejumlah aplikasi kita perlu "menguraikan" suatu vektor u menjadi jumlah dari dua
vektor, di mana yang satu sejajar dengan suatu vektor taknol a tertentu, dan yang lainnya tegak
lurus terhadap a. Jika u dan a ditempatkan sedemikian rupa sehingga titik-titik awalnya
berhimpitan di titik Q. maka kita dapat menguraikan1 vektor u dengan cara berikut (Gambar
5): Tariklah garis dari ujung u yang memotong tegak lurus a dan buatlah vektor w;, dari
Q hingga ke kaki dari garis tegak lurus tersebut. Kemudian hitunglah selisih dari

Wy = U — Wq

Sebagaimana terlihat pada Gambar 5, vektor w;y, sejajar dengan a, vektor w,, tegak lurus
terhadap a, dan

W3 =1 — proj,u

W, W, W
b > . . { >
a Q a W, W Q a

Q W,

(a) (h) (c)

Gambar 5. Vektor u adalah jumlah dari wy, dan w,, di mana wy, sejajar dengan a dan w;,
tegak lurus terhadap a.



Vektor w,, disebut sebagai proyeksi ortogonal u pada a (orthogonal projection of u on a) atau
kadang-kadang disebut komponen vektor u sepanjang a (vector component of u along a). Ini
dinotasikan sebagai

proj, u

Vektor w, disebut komponen vektor u yang ortogonal terhadap a (vector component of u
orthogonal to a). Karena w, = u — w; vektor ini dapat ditulis dengan menggunakan notasi (7)
sebagai

Wy, =U—Proj, u

Teorema:
Jika u dan a adalah vektor-vektor pada ruang berdimensi 2 atau ruang berdimensi 3 dan jika
a # 0, maka

a
5 a (komponen vektor u sepanjang a )

pProj, u =
|lal

U—proj,u=u-— | |2 a (komponen vektor u yang ortogonal terhadap a )
|al

Contoh 5. Komponen vektor u sepanjang a

Misalkan u = (2, -1, 3) dan a = (4, -1, 2). Carilah komponen vektor u sepanjang a dan
komponen vektor u yang ortogonal terhadap a.

Penyelesaian:

u-a=(2)A) 4+ (= D(=D+ (3H2)=15
lall?=4%+ (= 1)? 4 22 =21

Jadi, komponen vektor u sepanjang a adalah

u-a 15

A —19)—(2 _5 10
proj == B4 —1.2) =3, )

dan komponen vektor u yang ortogonal terhadap a adalah

u—proju=(2, =1,3) = %, —%, 10y — (_%, _%, %}

Rumus untuk panjang dari komponen vektor u sepanjang a dapat diperoleh dengan menulis
u-a
||af|?
-2
lall?

=3l

llall

llprojaull = a

llall

Yang menghasilkan



-a

lIprojqul| = JWL

Jika @ menyatauakn sudut antara u dan a, maka u - a = ||u||||a|| cos @ sehingga dapat juga
ditulis sebagai

l[proaull = [lulljcos &)

lull cos 6
lullcos ¢

)<< T =
(a) ( < (hy —<b<m

Gambar 6
Hasilkali Silang Vektor

Definisi
Jika u = (uq,uy, uz) dan v = (v4.v,,v3) adalah vektor-vektor pada ruang berdimensi 3,
maka hasilkali silang (cross product) u X v adalah vektor yang didefinisikan sebagai

uxv= (v —uzvy, uiv| — vz, 41y — uvi)
atau dalam notasi determinan

| |

CATATAN. Untuk memperoleh komponen-komponen dari u X v, Anda tidak perlu
menghafalkan (Ib) tetapi hanya perlu melakukan langkah-langkah berikut:

uz u3
V2 v3

uy u3z| (4] U3

Y1 Y3l |Vl V2

U Uz

Vy U3
komponen u dan baris kedua terdiri dari komponen-komponen v.

e Untuk menghitung komponen pertama dari u X v, hilangkan kolom pertama dan
hitunglah determinannya; untuk menghitung komponen kedua, hilangkan kolom kedua
dan hitunglah nilai negatif dari determinannya, dan untuk menghitung komponen
ketiga, hilangkan kolom ketiga dan hitunglah determinannya.

u
e Bentuklah matriks 2 X 3 (171 ) yang baris pertamanya terdiri darikomponen-

Contoh 6. Menghitung hasilkali silang
Carilah u X v, dimanau = (1,2,—2)danv = (3,0,1)
Penyelesaian:

Baik dari (1) maupun dari catatan untuk membantu mengingat seperti di atas, kita memiliki



awv (12 =2 |t =22
| I | S R U

=(2, =7, —6)

Terdapat perbedaan penting antara hasilkali titik dan hasilkali silang dari dua vector. hasilkali
titik adalah suatu skalar dan hasilkali silang adalah suatu vektor. Teorema berikut menjabarkan
beberapa hubungan penting antara hasilkali titik dan hasilkali silang dan juga menunjukkan
bahwa u X v adalah ortogonal, baik terhadap u maupun v.

Teorema 3. Hubungan antara Hasilkali Silang dan Hasilkali Titik
Jika u, v, dan w adalah vektor-vektor pada ruang berdimensi 3, maka:
a) u-(uxv)=0 (uXvadalah ortogonal terhadap u)
b) v-(uxv)=0 (uX vadalah ortogonal terhadap v)

c) ||u X 17||2 = ||u||2||v||2 — (u — v)? (identitas Lagrange)

d) ux(@wxw)= (u-w)v— (u-v)w (hubungan antara hasilkali titik dan hasilkali
silang)

e) (uxv)xw= (u-w)v— (v-w)u (hubungan antara hasilkali titik dan hasilkali
silang)

Bukti (a). Misalkan u = (uq, u,, u3) dan v = (v4.v,, v3) Maka

u- (uxv) = (21, u3, 43) - (#av3 —u3Vy, U3V — UV3, UV —UV])

=wuq(ugvy —u3vy) +uz(uzvy —uyvy) +uz(ugvy —uzvy) =0
Bukti (b). Sama seperti (a).
Bukti (c). Karena

2 2 2 2
wsx v||” = (uzvz —uzvy)” + (w3vy —uv3)” + (uvz—uzvy)
Dan
21112 2_ 42,2 el 2, 2 2
[l ZIvI* = (u-v)® = (uf + w5 + uz) (v + vy +v3) = (@vy +uzvz +u3vs)

bukti ini dapat diselesaikan dengan "mengalikan" ruas kanan dari (2) dan (3) untuk
membuktikan kesamaannya.

Contoh 7
Perhatikan vektor-vektor
u=(1,2,-2)danv = (3,0,1)
Pada Contoh 1 telah ditunjukkan bahwa
uxv= (2,-7,-6)
Karena
u-(uxv) = (1) + (2 (=T + (=2)(-6)=0
Dan
v-(uxv)=(3)(2) + (=7 + (1N(-6)=0



Teorema. sifat-sifat hasil kali silang
Jika u, v, dan w adalah vector-vektor sembarang vektor pada ruang berdimensi 3 dan k
adalah sembarang skalar, maka:
a) uXxv=—(vxu)
b) uxW+w)=wxv)+ uxw)
¢) w+v)xw=wxw)+ @wxw)
d) k(uxv)=(ku)xv=ux (kv)
e) uXx0=0xu=0
) uxu=0
Contoh 8

Perhatikan vektor-vektor
i=(1,0,0),j=1(010),k= (00,1)

Masing-masing vektor tersebut memiliki panjang 1 dan terletak sepanjang sumbu-sumbu
koordinat (Gambar ...). Vektor-vektor ini disebut vektor satuan standar (standard unit vector)
pada ruang berdimensi 3. Setiap vektor v = (v;.v,,v3) pada ruang berdimensi 3 dapat
dinyatakan dalam bentuk i, j, dan k karena kita dapat menulis

v=(v, v v =vi(1,0,0) +v3(0, 1,0) +v2(0,0, 1) =vi1+ v+ vk
Sebagai contoh,
(2, =3 =a-31+4k

Dari (1b) kita memperoleh

. floo] noll1o
= - = (0,0, 1) =k
=1k =l )=

0.0.1H

J \
e

i O, 1.0)
i

‘/ (Lo
Gambar 7

Anda akan dengan mudah memperoleh hasil-hasil berikut:

ixi=0 jxj=0 Lkxk=0

ixj=k  jxk=i kxi=j

jxi= =k kxj= —1 1xk= —)
Gambar 3.4.2 sangat membantu untuk mengingat hasil-hasil ini. Jika kita lihat diagram ini,
hasilkali silang dari dua vektor dengan urutan searah jarum jam adalah vektor berikutnya dan

hasilkali dari dua vektor dengan urutan berlawanan arah jarum jam adalah negatif dari vektor
berikutnya.
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Gambar 8

Bentuk Determinan dari Hasilkali Silang

Juga penting untuk dicatat bahwa hasilkali silang dapat diwakili dengan notasi dalam bentuk
determinan 3 x 3:

ik uz uz), (W1 uz|, |41 u2
UXV=|u Uz uz|l= Vs v3 - vi v3 vi va
Y1 v2 v3

Sebagai contoh, jikau= (1, 2, -2) dan v=(3, 0, 1), maka

k

Ul o

uxv =2-T—-6k

2

[a i S R

1

yang sesuai dengan hasil yang diperoleh pada Contoh 1.

Peringatan. Secara umum tidaklah benar bahwa u X (v X w) = (u X v) X w. Sebagai
contoh,

1< (1= =1x0=0
Dan

(ixi) xj=kxj= —i
Sehingga

1x (1% 1) # (1x17) %1

Kita telah mengetahui dari Teorema 3.4.1 bahwa u X v adalah ortogonal terhadap u dan v.
Jika u dan v adalah vektor-vektor taknol, maka dapat ditunjukkan bahwa arah dari u X v
dapat ditentukan dengan menggunakan "aturan tangan kanan (Gambar 3.4.3): Misalkan 6
adalah sudut antara u dan v, dan misalkan u dirotasikan melewati sudut 8 hingga berhimpitan
dengan v. Jika jari-jari tangan kanan dikatupkan sehingga jari-jari tersebut menunjuk ke arah
rotasi, maka ibu jari menunjukkan (kurang lebih) arah dari u X v



Gambar 9
Anda dapat mencoba mempraktikkan aturan ini untuk menentukan hasilkali-hasilkali
1x)=k, j‘xk:i, kxi=)
Interpretasi Geometrik dari Hasilkali Silang

Jika u dan v adalah vektor-vektor pada ruang berdimensi 3, maka Teorema u X v memiliki
interpretasi geometrik yang penting. Identitas Lagrange pada Teorema 3.4.1 menyatakan
bahwa

[ax v)|? = [l ?[v]? = (u-v)?

Jika @ menyatakan sudut antara u dan v, maka u - v = ||u|| ||v|| cos 6, sehingga (5) dapat
ditulis kembali menjadi

2 21wl 2 2ol nnel
[l vi[* = [lall*[|v]l* = [lal[*[Iv]]* cos@
2 2 2
= [[al[*[Iv][*(1 = cos™6)

= [l vl sin’0
Karena 0 < 6 < m, maka sin 8 > 0, sehingga persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai

[ vl = [ul[[Iv]| sin @

Tetapi ||v|| sin 8 adalah tinggi dari paralelogram (jajaran genjang) yang dibatasi oleh u dan v
(Gambar 3.4.4). Jadi, dari (6), luas A dari paralelogram ini adalah

A= (base) (altitude) = |jul|||v|| snf = ||ju = v||

Ivisind

Gambar 10

Hasil ini bahkan benar jika u dan v berhimpit, karena jajar genjang yang dibatasi oleh u dan v
mempunyai luas nol dan dari (6) diperoleh u X v = 0 karena dalam kasus ini 8 = 0.
Sehingga diperoleh teorema berikut.

Teorema. Luas Paralelogram (Jajaran Genjang)
Jika u dan v adalah vektor-vektor pada ruang berdimensi 3, maka ||u X v|| sama dengan
luas dari paralelogram yang dibatasi oleh u dan v.

Contoh 9



Tentukan luas segitiga yang dibatasi oleh titik P; (2, 2,0), P, (—1,0,2), dan P; (0, 4, 3).
Penyelesaian:

Luas A dari segitiga adalah % luas dari paralelogram yang dibatasi oleh vektor-vektor P; P,

dan P; P; (Gambar 3.4.5). Dengan menggunakan metode yang dibahas pada Contoh 2 Subbab
3.1, P;P, = (—3,-2,2) dan P, P; = (-2, 2, 3). Selanjutnya

P{Pyx PiPy=(=10,5, =10)

dan sebagai konsekuensinya

A=LIP\Pyx PPyl = 1(15) = &

Py-1,0.2)

Gambar 11

Definisi

Jika u, v, dan w adalah vektor-vektor pada ruang berdimensi 3, maka
u-(vxw)

disebut sebagai hasilkali tripel skalar (scalar triple product) dari u, v, dan w

Hasilkali tripel skalar dari u = (uq, uy, u3), v = (v4, V3, v3) dapat dihitung dari rumus

iy w3 u3
u-(vxw)=|v1 V2 V3
Wi w3z W3
Dari Rumus (4) diperoleh
vz Vil V1 V3. Vi V2
u-(vxw)=u- wy wali = wy w3]+ Wi WZL
vz Vi vy v3 vy Vi
“wa wafl T lwy wa[“2F [y wa U3
uyp w3 uj

= |V V2 V3
Wi w3z w3

Contoh 10

Hitunglah hasilkali tripel skalar u - (v X w) dari vektor-vektor



Penyelesaian

3 =2 =5
u-(vxw)=|1 4 -4
0o 3 2
4 -4 1 -4 1 4
=3 —(=2 =5
b 2ok 2k
=60+4-15=49

CATATAN, Penulisan notasi (u-v) X wtidaklah masuk akal karena kita tidak dapat
membentuk hasilkali silang dari suatu skalar dengan suatu vektor. Jadi tidak akan menimbulkan
kebingungan jika kita menulis uvxw bukannya u - (v X w) bukunya u - (v X w). Namun
demikian, agar lebih jelas kita biasanya tetap menggunakan tanda kurung.

Interpretasi Geometrik dari Determinan

Teorema
a) Nilai absolut dari determinan
U U
det [171 vz]
sama dengan luas paralelogram pada ruang berdimensi 2 yang dibatasi oleh vektor-
vektor u = (uq, uy) dan v = (v, v,)

U Uz Uz
det |V1 V2 U3
wy Wy W3

sama dengan volume paralelepiped (balok genjang) pada ruang berdimensi 3 yang
dibatasi oleh vektor-vektor u = (uq, Uy, U3), v = (v, V4, V3 ) dan w = (wy, w, wg)

b) Nilai absolut dari determinan

AY

/
/

0 (ty. g, e3)

/
/ —_

L

—
W, w,. ws)

(a) (h)

Gambar 12

Teorema
Jika vektor u = (uq, Uy, u3), v = (v1, V5, v3 ) dan w = (wy, w, w3) mempunyai titik
pangkal yang sama, maka vektor-vektor tersebut terletak pada bidang yang sama jika dan

hanya jika
U U Uz

vV, VUV U3
Wy, Wy Wsg

u-(vxw)= =0




