Persamaan Diferensial Pertemuan

Bab IV. PD Order Tinggi

Nikenasih B - Eminugroho RS

Jurusan Pendidikan Matematika FMIPA UNY

nikenasih@uny.ac.id
eminugroho®@uny.ac.id

Nikenasih B - Eminugroho RS (UNY) PD Orde Tinggi



Overview

© Terminologi
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Definisi

Definition
Persamaan Diferensial Biasa Order-n dengan x variabel independen dan y
variabel dependen adalah persamaan yang dapat dinyatakan dalam bentuk

dn dn—l

dxj’: +a(x)

dengan ap(x) # 0.

a vy
an—l

ao(x) ot an_l(x)% + an(x)y = F(x).

Untuk F(x) = 0, maka PD dapat direduksi menjadi bentuk

d"y d" 1y d
e + 31(X)W +-- 4+ an—l(X)a

ao(x) + an(x)y = 0.

dan disebut dengan PD linear order-n homogen. Sebaliknya, jika
F(x) # 0 maka PD disebut nonhomogen.
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Persamaan

d?y dy 3 X
W+3xa+xy:e

merupakan PD Linear order-2 nonhomogen.

Example

Persamaan e d2 J
y ay » 8y
o3 T a2 T g

merupakan PD Linear order-3 homogen.

— b5y =0.
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PD Homogen

Diberikan fungsi fi, f>, ..., f, dan konstanta ¢y, ¢, ..., c,. Bentuk
kombinasi linear dari fungsi-fungsi tersebut adalah

cifi + b + -+ cpfy.

Untuk PD Homogen, berlaku teorema superposisi sebagai berikut.

Jika fi, fo, ..., f, solusi dari PD homogen maka kombinasi linearnya juga
merupakan solusi dari PD homogen tersebut.
Bukti :

Misalkan fi, f, ..., f, solusi dari PD

n

S a Y~
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maka berlaku .

dn_ifj )
i - =0, =1,...,n 1
,Z;amdxn_, 0, V) n (1)

Akan ditunjukkan bahwa c1f1 + cofo + - - - + cuf, juga merupakan solusi,

atau
n

Z a,(X) dn_’(lei + C2f2 + st + Cnfn)

dxn—i =0

i=0
Karena turunan merupakan operator linear, maka berlaku

n

d"(ah+ b+ +ah) ¢ "~ d"(¢;f)
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an—I

no {ai(x)idni(qﬁ)} ) ,n a,-(x)L(Cj-fj)

= Y gY ane D)

an 1
j=1 i=0
Dari 1, maka diperoleh
n n n— I
(¢if)
Z {a,-(x) dxn Jlj } Z G-Uv=
i=0 j=1

Terbukti bahwa kombinasi linearnya juga merupakan solusi.
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Diketahui bahwa sin x dan cos x merupakan solusi dari PD

d?y
— =0.
dx? ty
Tunjukkan bahwa cj sin x + ¢ cos x juga merupakan solusi PD untuk

sebarang bilangan real ¢; dan ¢p.

Jawab :
Karena
d’y  d?(cisinx + ¢ cosx) )
— = = —cysinX — Gy COS X
dx? dx? ! 2
maka
d%y _ : : _
2 +y=(—csinx — cpcosx) + (¢ sinx + ¢ cosx) = 0.
Terbukti
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Perhatikan bahwa e*, e™* dan e®* adalah solusi dari PD

Py _d’y dy

— —2—= — = 4+ 2y =0.

dx3 dx?  dx ey
Tunjukkan bahwa kombinasi linearnya juga merupakan solusi.
Jawab :
Misalkan kombinasi linearnya adalah y = c;eX 4+ coe™ + c3e2* untuk

sebarang bilangan real ¢, ¢ dan c3. Darisini diperoleh

d _
d—y = e — e X+ 2ce%,
X
d’y _
v 1€’ + e ™ + dcze®,
d3
d—); = & — e X+ 8cze®.
X
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Darisini diperoleh bahwa

d3 d? d

K}; - 2;2/ — d—i + 2y
= {clex - 8C3€2X} — 2{c1ex + e X + 4C3€2X}
- {clex — e X+ 2C3€2X} + 2{c1eX + e X + C3€2X}
= (a—2a—a+2a)e*+(—a—20+c+2cx)e
+ (8cz — 8c3 + 2¢3 + 2¢3)e™

= 0.

Terbukti.
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Bebas Linear

Sebelum mempelajari solusi umum, perhatikan definisi bebas linear
berikut.

n buah fungsi f1, f, - - , f, disebut bebas linear pada a < x < b jika
hubungan

afi(x) + cfa(x) + -+ cafa(x) =0

untuk semua x pada interval dipenuhi hanya untuk
ca=c=---=c,=0.

Lebih lanjut lagi, jika terdapat ¢; # 0 yang memenuhi hubungan tersebut
maka fungsi-fungsi tersebut dikatakan bergantung linear.
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o Fungsi x dan 2x adalah dua fungsi yang bergantung linear karena
terdapat ¢; = —2 dan ¢ = 1 sedemikian sehingga

ci(x) + @2(2x) = 0.

@ Fungsi sin x dan cos x adalah dua fungsi yang bebas linear karena
cisinx + cpcosx =0

hanya berlaku untuk ¢; = ¢ = 0.

o Fungsi e, e®* dan 3e* merupakan tiga fungsi yang bergantung linear
karena terdapat ¢; = —3, & = 0 dan ¢3 = 1 sedemikian sehingga

1€ + ce® + c33e* = 0.

Bagaimana cara mengidentifikasinya??7?
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Wronskian

Diberikan kombinasi linear dari n fungsi yang hasilnya adalah nol sebagai
berikut:
c1fi(x) + c2fa(x) + - - + cnfp(x) = 0.

Darisini diperoleh bahwa turunan pertama sampai ke-n — 1 persamaan
tersebut adalah

af{(x) + of(x) + - +cfy(x) = 0.
afl/(xX)+afy(x)+ -+ cfl(x) =

af" V) + V) + 4" Vx) = o,
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Bentuk lain

Jika dinyatakan dalam operasi perkalian matriks maka diperoleh

f1(x) f2(x) fa(x) c 0
O I N T I P B
ﬂ(”*l)(x) é”*l)(x) . frf"*l)(x) ch 0

Menurut sifat perkalian pada matriks, vektor kolom ¢ bernilai nol jika
matriks koefisiennya invertibel atau determinannya tak nol. Jadi, jika

A() B )
| B BB A |
A0 BV fY(x)

maka ke-n fungsi tersebut bebas linear.
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Wronksian

Diberikan n buah fungsi yaitu fi, f5,-- - , f, yang mempunyai turunan
sampai ke-n — 1 pada interval a < x < b. Determinan matriks
fi(x) fo(x) - fa(x)
Wi py— | B0 B
7060 £76) o BT,
disebut Wronskian dari n fungsi tersebut.

v

Jadi, n buah fungsi dikatakan bebas linear jika hanya jika wronskian fungsi
tersebut bernilai tak nol.

Teorema berikut berkaitan dengan solusi umum PD linear homogen
Order-n.
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Solusi umum

PD linear homogen order-n

d"y "y dy _
T + ay(x )dx"—l +"‘+3n71(x)a + an(x)y = 0.

ao(x)

selalu memiliki n buah fungsi yang saling bebas linear. Lebih lanjut lagi,
solusi umum PD tersebut adalah kombinasi linear dari n fungsi yang bebas
linear tersebut.

v

Definition

Jika fi, fo,- -+, f, adalah n-solusi bebas linear dari PD linear homogen
order-n pada interval a < x < b, maka n fungsi tersebut disebut basis
solusi dari persamaan diferensial.
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Sebagai contoh, sin x dan cos x keduanya merupakan solusi PD

d2y
a2 v =0

dan saling bebas linear. Akibatnya, solusi umum dari PD tersebut adalah
Y = ¢1Sin X + Cp COS X.
Contoh lainnya, karena X, e > dan > merupakan solusi PD

By d’y dy
dx3 dx?  dx +2y =0

dan saling bebas linear, maka solusi umum dari PD adalah

y=ce + e+ cze?.
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© Perhatikan persamaan diferensial berikut ini:

d?y dy
W_4CT+3 = 0.

© Buktikan bahwa e* dan e merupakan solusi PD.
@ Apakah e dan e3* saling bebas linear?
@ Tentukan solusi umum PD tersebut.

@ Tunjukkan bahwa x, x? dan x* adalah solusi dari PD
d3y d?y dy
3 2
— 4x he A
B3 o2 + 8x o 8y = 0.

Selanjutnya, tunjukkan bahwa ketiganya bebas linear kemudian
tentukan solusi umum dari PD tersebut.
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Reduksi Order

Teorema berikut digunakan untuk mencari solusi nontrivial lain dari suatu
PD order tinggi jika diketahui salah satu solusinya.

Misalkan f adalah solusi nontrivial dari PD linear homogen order-n, maka
transformasi y = fv dapat mereduksi PD order-n menjadi PD baru
order-(n — 1) dengan variabel dependen w = dv/dx.

Pembuktian untuk n = 2. Diberikan f solusi dari PD

d?y d
a0(x) 5 + a1(x) 2 + 22(x)y = 0.

Selanjutnya, didefinisikan y = fv untuk suatu v fungsi atas x. Darisini
diperoleh
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dan )
dy dv ,, dv .,
i f(x)ﬁ + 2f (x)& + " (x)v.

Substitusikan pada PD maka diperoleh

20(x) <f(x)‘j;g + 2f’(x)% b (x)v) +a1(x) (f(x)(:l: + f'(x)v>

+ax(x) (f(x)v) =0.
atau ekuivalen dengan

2y v
ao(x)f(x)% + [2ao(x)f'(x) + al(x)f(x)] %

+ [a0(x) " (x) + a1 (x)f' (x)a2(x)f(x)] v = 0.
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Karena f merupakan solusi, maka

ao(X)f(X)% + [2a0(x)f'(x) + a1(x)f(x)] % =0.

Misalkan w = 9% maka diperoleh

dw

20(x)F(x)

+ [2a0(x)f'(x) + a1 (x)f(x)] w = 0.
yang merupakan PD orde satu separable.

v == [+ 2 e

Darisini didapatkan

ol 5]

GO
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karena w = dv/dx, maka

B Ce[—fi;éiidx]d
V‘/ GO

sehingga solusi PD yang lain adalah

NECL
y=fv= f(x)/ce[f(x)(]z)dx.

Lebih lanjut lagi akan ditunjukkan bahwa kedua solusi tersebut bebas

linear.
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Misalkan kedua solusi tersebut adalah f dan g, dengan g = fv.
Wronskian dari kedua fungsi tersebut adalah

W(f,g)

o100 81

_ det[f(x)) / f(x)vxv]

f'(x
= [f()Pv #0.

Contoh
Diketahui y = x adalah salah satu solusi dari PD

d?y dy

Tentukan solusi lain yang bebas linear dengan solusi yang diketahui.
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The End
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