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Overview

© Terminologi
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Definisi

Definition
Persamaan Diferensial Biasa Order-n dengan x variabel independen dan y
variabel dependen adalah persamaan yang dapat dinyatakan dalam bentuk

dn dn—l

dxj’: +a(x)

dengan ap(x) # 0.

a vy
an—l

ao(x) ot an_l(x)% + an(x)y = F(x).

Untuk F(x) = 0, maka PD dapat direduksi menjadi bentuk

d"y d" 1y d
e + 31(X)W +-- 4+ an—l(X)a

ao(x) + an(x)y = 0.

dan disebut dengan PD linear order-n homogen. Sebaliknya, jika
F(x) # 0 maka PD disebut nonhomogen.
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Homogen - Koefisien Konstan

Pada pertemuan ini, akan dicari solusi dari PD order tinggi homogen
dengan koefisien konstan.

dny dn—ly dy
a a ---+ap_1— +any =0. 1
0 jen T gy T Fan-1 o+ any (1)
dengan ag, a1, .. ., a, konstanta real.
Perhatikan persamaan-persamaan berikut
dy _ dy_ o dy _ &
dc g2 T e T

Fungsi apakah yang memenuhi persamaan-persamaan tersebut?

Nikenasih B - Eminugroho RS (UNY) PD Orde Tinggi




Fungsi eksponensial

Fungsi yang memenuhi persamaan-persamaan tersebut adalah fungsi
eksponensial yaitu
y — emx

X

Akibatnya, jika y = €™ merupakan solusi dari Pers. 1 maka diperoleh
agm"e™ + aym" " te™ 4+ ... 4 a,_1me™ + a,e™ = 0.
Faktorkan maka didapatkan

(aom" + am™ 4+ ta,im+ an) €™ =0.

Selanjutnya karena e # 0 untuk setiap x, maka nilai m sedemikian
sehingga y = €™ merupakan solusi harus memenuhi persamaan

aom" +am"™ 14+ +a,_1m+a,=0. (2)

Pers. 2 kemudian disebut dengan Persamaan Karakteristik.
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Kasus |, akar berlainan

Pers. 2 merupakan bentuk persamaan suku banyak berderajat-n.
Kasus |. akar real berlainan

Misalkan akar-akar pers. 2 merupakan n bilangan berlainan
my, mp,...,Mp,
maka diperoleh n solusi berbeda pula yaitu

mix

mo X mpX
e e .

Untuk mengetahui apakah n solusi ini saling bebas linear, digunakan
determinan matriks wronskiannya.

emx emax emnx
myx mox mpx
mye moe mpe
W = det " # 0.
mfflemlx mgflemgx mg—lem,,x
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Solusi

Untuk PD orde-n linear homogen koefisien konstan pada Pers 1. Jika
persamaan karakteristiknay mempunyai n solusi yang berlainan,
my, mo, ..., mp, maka solusi untuk PD linear orde-n dengan adalah

y(x) = c1e™* + ce™* + .- 4 c,e™.

dengan ci, C, ..., C, Sebarang konstanta real.

Sebagai contoh,
Tentukan solusi dari PD berikut
d’y . dy
— —3— +2y=0.
dx?2 dx ey
Misalkan solusinya adalah y = €™, maka persamaan karakteristiknya
adalah

m?> —3m+2=0< (m—1)(m—-2)=0.
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Jadi, akar-akar persamaan karakteristiknya
m=1 dan m=2,

yang berakibat solusi dari PD adalah y = e* dan y =2*. Karena

X 2x
X 2X\ __ € €
W(e , € )_ |:ex 262X:| 750

maka solusi umum dari PD tersebut adalah y = cie* + ce?*.
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Tentukan solusi umum dari PD berikut :
d3y d’y dy
el AN Rl AT 4 =0.
03 02 + o +6y =20
Jawab :
Persamaan karakteristik dari PD tersebut adalah
m —4m*+m+6=0.
(m+1)(m—-2)(m—3)=0.

Jadi, solusi persamaan karakteristiknya adalah
m=-1m=2 dan m=3.
Akibatnya solusi dari PD tersebut adalah

y =ce X+ X + qe.
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Kasus Il, akar kembar

Untuk mencari solusi PD jika terdapat akar kembar, perhatikan contoh
berikut.

Tentukan solusi dari PD berikut

d?y _dy
— —6— +9y =0.
dx? dx + 3

Akar dari persamaan karakteristik untuk PD tersebut adalah m = 3 saja,

sehingga baru diperoleh satu solusi PD yaitu y; = 3. Solusi lain yang
bebas linear dapat dicari menggunakan metode reduksi order. Misalkan
yo = ey

maka diperoleh

d d?
7}/ :3e3XV+e3XV,, 7}/ :963XV—|—663XV/+63XV”,
dx dx?

D
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Substitusikan pada PD maka didapatkan
9> v + 6V 4 V" — 6(3e>*v + V') +9(e>Vv) = 0.

atau

V' =0 = v(x)=cx+c.
Jadi, solusi lain dari PD adalah y» = (cx 4 co)e3*. Dengan wronskian
dapat ditunjukkan bahwa kedua solusi ini saling bebas linear. Akibatnya,

solusi umum dari PD adalah
y= e + oex + co)e3X = C ¥ + Goxe®.

Basis solusi untuk PD dengan akar kembar tersebut adalah {e3*, xe3¥}.
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Teorema

Diberikan PD 1.

© Jika akar persamaan karakteristik m muncul sebanyak k kali, maka
solusi umum yang bersesuaian dengan akar ini adalah

y=(c+ ox+ax®+ - +gxhe™,

© Jika akar-akar yang lain merupakan akar yang berlainan my.1, ..., my,
maka solusi umum dari PD 1 adalah

y=(c+aox+ax®+- -+ axk)e™ + g e™HX 4. 4 ce™x,

© Jika akar-akar yang lain juga terdapat akar kembar, maka solusi
umum yang bersesuaian dengan akar ini dinyatakan ekuivalen dengan

2ra _Naoian
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Tentukan solusi umum dari PD berikut

d3y dy dy
- _ — 32 118y =
53 475~ 3 +18y=0.

Persamaan karakteristik untuk PD adalah
m—4m® —3m+18=0
dan mempunyai akar-akar 3,3,-2. Jadi, solusi umum PD tersebut adalah

y = e + oxe® + cze™ .
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Jawab :
Persamaan karakteristiknya adalah

m*—5mP+6m*+4m—-8=0

dengan akar-akar persamaan yaitu 2,2,2,-1. Jadi, solusi umum dari PD

tersebut adalah
y = c1e® + oxe® + c3x%e® + cue .
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Kasus Ill, Akar kompleks

Misalkan terdapat akar karakteristik dari persamaan karakteristik untuk
Pers. 1 yang bernilai kompleks yaitu m;> = a=+ bi, maka solusi yang
berkaitan dengan akar kompleks tersebut adalah

vy = kle(a—l-bi)x + kze(a—bi)x.
Menurut rumus Euler, e

= cos @ + isin 6 Akibatnya, y; dapat pula
dinyatakan dalam bentuk

y1 = e¥ (1 sin bx + ¢ cos bx)

Selanjutnya, menurut kasus I, diperoleh teorema berikut:

Jika a+ bi dan a — bi merupakan akar karakteristik yang berulang k-kali,
maka solusi yang bersesuaian adalah

y2 =e¥[(c1 +cox+ -+ ckxk_l)sin bx

+(ckt1 + Chaox + -+ Czkxk_l) cos bx]
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Tentukan solusi umum dari PD berikut:

d?y
a2 Tr=0

jawab :
Persamaan karakteristiknya adalah

m*+1=0

sehingga akar-akarnya adalah m =0+ /. Jadi, solusi umum dari PD

adalah
Y = €1 COS X + Cpsin x.
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Tentukan solusi umum dari PD berikut:

d’y _dy

Jawab :
Persamaan karakteristiknya adalah

m? —6m+25=0
dengan akar-akar 3 + 4. Jadi, solusi umumnya adalah
3x(

y = e”(c1sindx + ¢ cos4x).
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Tentukan solusi umum dari PD berikut:

dy Py _ d’y __dy
429 27 20 Loy — 0.
dx* 4 dx3 +14 dx? 20 dx T 257 =0

jawab :
Persamaan karakteristiknya adalah

m* —4m3 + 14m? —20m +25 =0

dan akar-akarnya adalah 1 +2/,1+4+2i,1 —2/,1 —2j. Karena terdapat
akar kompleks kembar, maka solusinya adalah

y = € [(c1 + c2x)sin2x + (¢3 + cax) cos 2x] .
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The End
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