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Overview

© Cauchy Euler
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Persamaan Cauchy Euler adalah PD order tinggi dengan koefisien variabel.
Bentuk umum persamaan ini adalah

d” d"ty dy
n n—1 _
a0x"— + ai1x g1 + -+ An-1X + any = F(x),
dengan ag, a1, ..., an—1, 3, adalah konstanta.

Perhatikan bahwa masing-masing suku pada PD mempunyai bentuk dasar
yang sama yaitu
(ke dy
dxk’
Untuk mencari solusinya, PD ditransformasi terlebih dahulu menggunakan
transformasi x = ef.
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Teorema- |

Transformasi x = e' dapat mereduksi persamaan

dn n—1

d
Y paxn Y

n
aoX
dxn dxn—1

d
-+ an— 1xdy + any = F(x),

menjadi PD linear dengan koefisien konstan.

Sebagai ilustrasi, akan dibuktikan untuk n = 2.

,d? d
agx d}2/+alxdy+agy F(x).
Karena x = ef, maka % = et atau d—f( = % sehingga

dy _dydt _1dy  dy

dx dtdx  xdt  Ndx  dt’
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Teorema- |l

dan

d?y _d (dy
dx2  dx \ dx

_ldy
T xX2dt
1 dy
Cx2dt

1 dy

x2 dt

_d(ldy
Cdx \xdt )’

1 d dy

x dx dt

1(Eya
x \ dt? dx

1 d?y
x2 dt?

_ 1 (d dy
Cx2 \d2 dt)’

Darisini diperoleh

2@ _ dzy

dy

dx2

dt?

dt’
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Teorema- |l

Substitusikan transformasi ini pada persamaan maka diperoleh

d?y dy dy
0<dt2 dt) + a1 <dt> + a2y = F(e"),

d’y dy
A A A F
Odt2 + ld + Aoy = F(e).
dengan
Agp=agp, A1 =—a+ a1, dan Ay = a,.

Selanjutnya persamaan dapat diselesaikan dengan metode variasi
parameter atau metode koefisien tak tentu.
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Tentukan solusi umum dari Persamaan Diferensial berikut :

d’y  dy
sz — xa + 2y = x3.

Jawab :
Misalkan x = ef, maka

d? d? d d d

207y y y y y
— =— - d —_ = .
X dx? dt? dt an de dt

Substitusikan pada PD maka diperoleh PD yang baru yaitu

d%y dy 3
2 3L 42y = ¢t
dt? dt tey=e
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Contoh 1- Il

Solusi umum dari PD adalah
Yy =Yc+ Yp-
Mudah ditunjukkan bahwa solusi komplementer y. adalah
Ve = cret + oe’t.

Selanjutnya untuk mencari yp,, digunakan metode koefisien tak tentu.
Karena F(t) = €3t bukan merupakan anggota basis solusi komplementer,
maka dimisalkan

yp=Ae¥ =y =3Ae" dan y, =9Ae>".

Substitusikan pada PD maka nilai A yang memenuhi adalah % Jadi
solusi umum PD adalah

1
3 y:c1x+c2x2+§x3.

1
y = clet + c2e2t + Ee
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Solusi Cauchy Euler orde-n

Untuk mencari bentuk transformasi dari kd akan digunakan tehnik
pola. Perhatikan untuk k = 3.

By d [(d?

dx3_dx<dx2>
o d |1 d’y dy
=G e (% %))
_ d’y dy\ d 1 1 d (d’y dy
_<dt2_dt>dxx2+x2dx<dt2_dt>
2(Sy @)L (s sy

x3 \dt?2 dt dt3 dx  dt? dx

_ 2 (d% dy +1 Py Py
X3 \dr2 dt dt3  dt?
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Diperoleh pola berikut :

dy _dy

Xdx T dt

2Ly _dy dy
dx2  dt2  dt

38y _ &y Py dy
dx3  dt3 dt? dt

dky

. . k _
Akibatnya, jika r* = %

maka

k
xk%—r(r—l)(r—2)...(r—[k—1])
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Contoh 2 - |

Tentukan solusi umum dari

dy d’y dy
3 2
de3—4 d2+8 d——8y—4|nx.

Jawab :
Dimisalkan x = ef, maka

dy dy
dx dt
2d2 _d’y dy
dx2 "~ dt2  dt
3d3 d3y_3d2y+ dy
dx3 ~ d3 dt? dt’
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Contoh 2 - I

Akibatnya PD dapat ditransformasi menjadi

d*y _d’y _ dy
— 2 —T7—2 + 14— — 8y = 4t.
dt3 g2 T e T
Solusi komplementer PD adalah
Ve = cret + et + cze*t.

Selanjutnya karena 4t tidak memuat anggota basis solusi komplementer,
dimisalkan

Yo=At+B — y,=A y, =0, dan y=0.

Substitusikan pada PD diperoleh

1
14A—8(At+ B) =4t — A:—5 dan B=—-.
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Contoh 2 - I

Jadi, solusi umum PD adalah

Y=Yc+ Y
1 7
t 2t at
=ce ce et ——t— =
1€ + ¢e” +c3 5 8
:C1X+(,‘2X2—|-C3X4—f|nx—z
2 8’
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Tentukan solusi dari Persamaan Caucy Euler berikut :

o X2Z2}2/—3xj+3y—0

Q 3x 2%—4x%+2y_0

) x3ji§ 3x 23)2/+6 %—w—o
Qo X3 dx3+2 2%—10 %—Sy—o
Pengayaan.

Tentukan solusi dari persamaan cauchy euler berikut dengan memisalkan

x+2=cet ,
d°y dy
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The End
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