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• Lihat bentuk umum persamaan PD Bessel 
order :

• Bahwa x = 0 titik singular.

• Beberapa kasus dalam PD Bessel:

–orde nol:  = 0

–Orde setengah   = ½

–Orde satu:  = 1

( ) 0222 =−++ yxyxyx 

Persamaan Bessel

Orde dari 

PD Bessel

𝑦′′ +
𝑦′

𝑥
+
(𝑥2 − 𝑣2)

𝑥2
𝑦 = 0

Ingat pers. PD Frobenius

Bagaimana Peny. nya?
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PD Bessel orde nol

• Orde nol

• Diasumsikan bahwa

• Turunan dari y

• Substitusi ke PD
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Persamaan indicial

• Berdasarkan bentuk deret terakhir

• Dituliskan ulang

• Atau

• Pers. Indicial r2 = 0, dan diperoleh akar-akar r: r1 = r2 = 0.  

( )( ) ( ) 01
0

2

00

=+++−++ 


=

++


=

+


=

+

n

nr

n

n

nr

n

n

nr

n xaxnraxnrnra

   

( )( ) ( )   01

)1()1()1(

2

2

1

10

=+++−+++

+++++−

+


=

−

+

 nr

n

nn

rr

xanrnrnra

xrrraxrrra

( )  0)1(
2

2

212

1

2

0 =+++++ +


=

−

+  nr

n

nn

rr xanraxraxra



Materi

2

Bentuk rekursi / rekurensi

• Perhatikan bentuk terakhir

• Bahwa a1 = 0; dan bentuk rekursi

• Sehingga a1 = a3 = a5 = … =  0, dan karena r = 0, 

• Catatan: untuk semua Note: an pada r , dituliskan dalam an(r).  
Sehingga a2m(0)
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Penyelesaian

• Dari bentuk terakhir

• maka

dan secara umum

• sehingga 
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Bessel Mode Pertama, orde nol

• Penyelesaian pertama untuk Bessel orde nol

• Deret konvergen untuk semua x, dan dikatakan bahwa fungsi 
Bessel dari bentuk pertama orde nol dinyatakan

• Grafik Jo.  
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• Karena pers. Indisial bahwa koefisien kedua dalam 
penyelesaian kedua dapat diperoleh dari:

• maka

• sehingga 

• Dan juga
0)0(0)( 11 == ara
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Penyelesaian kedua: Koefisien Genap

• Untuk koefisien genap

• Dapat ditunjukkan bahwa

dan
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Penyelesaian kedua dalam bentuk deret

• bahwa 

dimana

• ditentukan a0 = 1 dan menggunakan bentuk penyelesaian 
kedua
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Bessel Mode ke dua, orde nol

• Dengan menggunakan bentuk y2, bentu penyelesaian kedua 
seringkali dinyatakan dalam hubungan linier dari  Y0 untuk 
menggantikan J0 dan y2, diketahui bahwa fs Bessel Mode dua 
orde nol

• konstanta  adalah Euler-Mascheroni didefinisikan 

• Substitusi ke y2 untuk mendapatkan Y0 diperoleh:
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Penyelesaian umum PD Bessel orde nol

• Pnyelesaian PD Bessel orde nol

dimana

• Bahwa J0 → 0  saat x → 0 sedangkan Y0 mempunyai sifat 
singularitas pada x = 0, dan Y0  bisa dihilangkan  
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Sifat Fungsi Bessel

Penyelesaian PD Bessel
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Grafik Bessel orde nol

• Grafik J0 dan Y0 

• J0 , Y0 mempunyai pola yang sama sin x dan cos x untuk x yang 
besar bahkan muncul osilasi dari J0 dan Y0 

meluruh menuju 0
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Pendekatan Bessel orde nol 

• J0 dan Y0  memp pola sama sin x dan cos x untuk x yang besar

• Sehingga, untuk x besar didekati dengan

yang mempunyai solusi sin x dan cos x.  Sehingga,
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Bessel orde setengah 

• PD Bessel orde setengah

• Diasumsikan penyelesaian benbentuk

• Substitusikan kembali ke PD semula
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Persamaan rekursi

• Disusun kembali 

atau

• Persamaan indisial diperoleh  r1 = ½, r2 = - ½ , dan beda nya 
adalah integer

• Persamaan rekursi
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Penyelesaian ke 1 → y1

• Untuk  r1 = ½.  

• Krn r1 = ½,  a1 = 0, dan bentuk koefisien , a1 = a3 = a5 = … =  0.  
untuk koefisien suku genap

• Atau

dan 
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Fungsi Bessel Mode/ tipe ke satu orde setengah

• Penyelesaian pertama untuk a0 = 1,

• Fungsi Bessel tipe / mode ke satu orde nol J½, adalah
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Penyelesaian kedua, koefisien genap 

• Untuk r2 = - ½.  

• Krn r2 = - ½ , a1 = sembarang, untuk koef. Genap

• maka

dan
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Penyelesaian kedua untuk koeff. ganjil

• Koeff ganjil

• maka

dan
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• Solusi kedua ini biasanya dituliskan dalam bentuk fs Bessel

dimana a0 = (2/)½ dan a1 = 0.  

• Bentuk umum Bessel orde setengah
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Grafik Bessel orde setengah

• Grafik J½ , J-½ terlihat sifat J½ , J-½ sama dengan J0 , Y0 untuk x 
besar dan digeser /4. 
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PD Bessel orde satu

• PD Bessel orde satu

• Penyelesaian dalam bentuk

• Substitusi ke PD semula
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Persamaan rekursi

• Diperoleh dari persamaan indisial

atau

• Akar r1 = 1, r2 = - 1, dan selisih adalah integer

• Pers. rekursi
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Penyelesaian umum

• Untuk r1 = 1.  

• r1 = 1,  a1 = 0, disini, a1 = a3 = a5 = … =  0.  untuk koefisien 
genap

• maka

dan
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Bessel mode / tipe satu orde satu

• Penyelesaian ke satu

• disini  a0 = ½,  fungsi Bessel mode / tipe ke satu orde satu J1

• Deret konvergen untuk semua x dan J1 analitik di semua titik
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Penyelesaian kedua

• Untuk r1 = -1, bentuk solusi

• Koefisien cn ditentukan dari substitusi ke PD semua, dan 
dapatkan terlebih dahulu persamaan rekursi

dimana Hk. 

• J1 → 0 saat x → 0 dan analitik di x = 0, sedangkan  y2 terbatas 
pada  x = 0 yang sama dengan 1/x.
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Fungsi Bessel mode / tipe kedua orde satu
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• Bentuk ke dua fungsi Bessel

dimana  ikonstanta Euler-Mascheroni.

• Bentuk umum penyelesaian PD Bessel’s orde satu

• Bahwa J1 , Y1 memp sifat yang sama saat x =  0

• J1 and y2. 
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Ringkasan 2

Untuk v = non integer (real)

Untuk akar v = n integer





32

Sifat ke 1
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Sifat ke 3
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Verifikasi sifat berikut ini

Bentuk PD Bessel
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Tugas dikumpulkan pada saat H + 1 EAS 2

Dikumpulkan di myclassroom

Pada H+1 EAS – jam 24.00 WIB


