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Overview

@ Bentuk Kanonik
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PDP Orde Dua

Sesuai namanya, PDP Orde Dua paling tinggi memuat turunan tingkat

dua dalam persamaan. Pada materi ini, hanya akan dikaji mengenai PDP
Orde Dua Linear untuk dua variabel.

a(x, y)uw + b(x, y)uy, + c(x, y)uy,, = d(x,y, u, ux, u,) (1)
Persamaan diferensial karakteristik untuk Persamaan Diferensial 1 adalah

ﬂ_bi\/b2—4ac )
dx 2a
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Transformasi

Perhatikan kembali transformasi koordinat (x,y) — (£,n) dimana £ dan 7
keduanya nilainya bergantung atas x dan y. Jika didefinisikan

=[5 9] ®

sebagai matriks Jacobian, maka agar transformasi mempunyai bersifat
satu-satu dan mempunyai invers, det J # 0.
Pada turunan pertama didapatkan

Uy = Ug€x + Uynx, Uy, = ueky, + uyny (4)
Selanjutnya untuk turunan kedua didapatkan
Uxx = Ugg (§X)2 + 2ugn&xnx + Uy (77X)2 + Uex + UpTixx

2 2
tyy = uge (&) + 2uen8yny + tpy (ny)” + uelyy + tymyy ()
Uxy = Uge&y + Ugn (Exmy + &yMix) + tpynixny + Uelsy + UnTixy
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Substitusikan Persamaan-persamaan 4 dan 5 kedalam Persamaan 1, maka
diperoleh PD dalam koordinat baru sebagai berikut :

A(fﬂ?)“&g =+ é(’ga 77)“577 + 6(57 77)”7117 = E(é?ﬁ: u, ty, uf) (6)

dengan

A(€.n) = A(&)? + B&S, + C(&))?
&n (7)

( ) = 2A§X77X + B(éxﬁy + §y?7x) + 2C§y77y
C(& ) = A(nx)* + Bnxny + C(ny)?

o]}

Lebih lanjut lagi, perhatikan bahwa determinan dari PD dalam koordinat

yang baru adalah

B2 —4AC = (B® — 4AC)(nx&y — my&x)*. (8)

April 28, 2019 5/13

PDP Orde Dua

Nikenasih Binatari (UNY)



Bentuk Kanonik PD Hiperbolik, D > 0

Untuk PD hiperbolik, nilai diskriminan bernilai positif. Misalkan
persamaan karakteristik dari PD hiperbolik adalah y, = —A;1 dan
Yx = —Ag, dengan solusinya adalah

fi(x,y) = c1 dan f(x,y) = c,

Dari solusi tersebut, jika dipilih koordinat yang baru & = fi(x,y) dan
n = f(x,y) maka diperoleh bahwa

d§¢ 0§  dy 9§ _0¢ | dy 9
dx_8x+dx8y - 0_8x+dx8y
gx = )\lgy (9)
Dengan cara yang sama diperoleh
dn _on  dyon _9n _ dyon
dx_8x+dx8y ~ O_8x+dx8y
Nx = Aanly (10)
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Substitusikan 9 pada 7 maka diperoleh
A&,m) = (AT + BM + )y
sementara substitusi 10 pada 7 diperoleh
C(&,m) = (A3 + B2 + C)np).
Akibatnya jika dipilih A1 dan A, adalah akar-akar dari persamaan kuadrat
AN+ BA+C=0

maka diperoleh A =0 dan C = 0. Darisini diperoleh bahwa bentuk
kanonik untuk PD hiperbolik dapat dinyatakan sebagai berikut :

Ugn = E(nvgv u, Uy, uf)
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Langkah-langkah mencari solusi PDP Linear Orde 2 Hiperbolik adalah

© Tentukan persamaan kuadrat yang bersesuaian
AN+ BX+ C=0.

Misalkan solusinya adalah A; dan As.
@ Tentukan solusi dari Persamaan Karakteristik

% = —)\1 dan a = —/\2.
Misalkan solusinya adalah f(x,y) = ¢ dan g(x,y) = c.
@ Pilih koordinat baru £ = f(x,y) dan n = g(x,y).
@ Transformasi PDP dalam koordinat (x, y) menjadi koordinat (£, 7).
Bentuk PDP baru adalah

v, = E(n, &, u, uy, uge)

Selesaikan.
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Contoh 1 |

Tentukan solusi dari PD berikut

3uxx + 10uyy, + 3uy, = 0.

Penyelesaian :
© Persamaan kuadrat yang bersesuaian

302+ 100+ 3 =0,
(BA+1)(A+3) =0,
3 +1=0 atau A+3=0,

jadi, solusinya adalah \; = —% dan Ay = 3.
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Contoh 1 Il

@ Persamaan Karakteristik

dy 1
a—g dan &—3

Solusinya adalah y — %x =1 dan y — 3x = 0.
© Pilih koordinat baru £ =y — %x dan 1 = y — 3x. Darisini diperoleh

1

x=—=, Nx=—3
13 3 7

& =1 n,=1
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Contoh 1 IlI

© Transformasi PDP dalam koordinat (x,y) menjadi koordinat (£, 7).
Uy = —§u§ — 3uy.

1
Uy = §u55 + 2ugy + 9uyy

1 10
Uxy = _§“££ - ?“X}/ — 3uyy

Uy = Ug + Uy

Uyy = Uge + 2Ugy + Uy
@ Substitusi pada PDP diperoleh solusi umum

ugp =0 — u(&n) =F(&)+ G(n)

u(x,y) = F(y — %x) + G(y — 3x).
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Tentukan solusi umum dari PDP berikut

U — 3Uyy +2uy, =0, u=u(x,y).

Tugas Rumah
Tentukan solusi umum dari PDP berikut

Ut — Clye = 0, u = u(x, t).
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The End
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