DISTRIBUSI NORMAL

9.1 Pendahuluan

Pada penjelasan sebelumnya, telah dibahas mengenai cara menentukan
probabilitas kejadian dari suatu percobaan dengan menggunakan variabel acak diskrit
dan dengan nilai yang terbatas. Jika suatu percobaan menggunakan variabel acak yang
kontinu dan nilai yang tidak terbatas, maka diperlukan distribusi probabilitas kontinu
dalam menentukan probabilitas suatu peristiwa yang akan dihasilkan percobaan tersebut.
Ada beberapa distribusi probabilitas kontinu, salah satu yang sangat penting adalah
distribusi normal. Suatu data akan terdistribusi secara normal apabila rata-rata nilai
variabel sama dengan median begitu pula dengan modus nilai data tersebut atau dengan
kata lain apabila rata rata, median dan modus suatu kumpulan data maka data tersebut
dikatakan terdistribusi secara normal. Distribusi probabilitas normal membentuk suatu
kurva normal (kurva yang simetris) yang berbentuk lonceng setangkup yang melebar tak

berhingga pada kedua arah positif dan negatifnya.
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Gambar 1 Kurva Normal

Gambar 1 merupakan kurva simetris yang disebut dengan distribusi normal dengan
puncak distribusi ada di bagian tengah yang nilai rata-rataya sama atau mendekati

median dan modus.



Distribusi normal sering disebut distirbusi Gauss, merupakan distribusi probabilitas
yang paling banyak digunakan dalam analisis statistika hal ini dikarenakan distribusi
normal dapat diterapkan pada banyak situasi, terutama untuk membuat kesimpulan dari
sampel yang digunakan dan distribusi normal sangat sesuai dengan distribusi empiris,
sehingga dapat dikatakan semua kejadian yang terjadi dalam alam semesta, industri, atau

penelitian akan membentuk distribusi ini.

9.2. Distribusi Normal

Sejarah dari distribusi normal ini dimulai ketika De Mouvre pada tahun 1773
mengembangkan bentuk matematis dari kurva normal yang menjadi dasar dalam statistik
induksi. Namun selanjutnya distribusi normal disebut distribusi normal Gauss (1777-
1855) menurunkan persamaan matematisnya menjadi lebih detail dengan meneliti

mengenai kesalahan pada pengukuran berulang dari ukuran kuantitas yang sama.

Variabel random X yang merepresentasikan distribusi normal di sebut variabel
random normal, yang distribusinya bergantung pada dua parameter yaitu mean (u) dan

deviasi standar (o), yang biasa dinotasikan sebagai N (x; u, o).
Definisi
Fungsi kepadatan dari variabel random X dengan rata rata u dan variansi ¢ adalah

e _%(ﬂ)z

1
f(x) =0 N(xpo0) = .~
Dengan —oo0 < x < oo, r = 3,14159 ..., e = 2,72828
Keterangan:

X = peubah acak normal yang nilainya —oo < x < 00,
u = rata-rata

o = standar deviasi

m = konstanta yang nilainya 3,14159

e = konstanta yang nilainya 2,72828

f(x)= fungsi kepadatan peluang

Sifat-Sifat Distribusi Normal
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Adapun beberapa sifat penting dari distribusi normal, diantaranya:

1) Kurva berbentuk lonceng dan simetris terhadap garis tegak x = u
2) Kurva selalu berada di atas sumbu-x atau f(x)>0

3) Rataan, median, dan modus dari distribusi berhimpitan

4) Fungsi kepadatan peluang mencapai nilai maksimum di x = u sebesarﬁm
5) Luas daerah di bawah kurva f(x) dan di atas sumbu-x adalah 1, yaitu P(—o0 < x <

OO)=1

6) Kurva distribusi normal secara asimtots mendekati sumbu-x pada ujung ujungnya

Mean, Variansi, dan Fungsi Pembangkit Momen

Mean, variansi, dan fungsi pembangkit momen dari distribusi normal umum

sebagai berikut.
Mean EX)=u

Bukti

E(X) = fooxf(x)dx

Misalkan z = % maka dx = odz, sehingga:
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Variansi Var(X) = o?

Bukti

o? = E[(x —w]?

1
oV2m

[ = w? e

Misalkan z = % maka dx = odz, sehingga:

El(c— )P = —— [ 2207+ 39" ods
H oN2mJ- ? ?

==/ 22 i@ g4z

V2m
Menggunakan integral parsial,
Misal:
1 1
u=z->du=dz dv= ze"E(Z)zdz v = —e_E(Z)Z, sehingga:

El(x — w)]? = % [(—ze-%<2>2): - j Z -e-%@zdz]

_ o © _-32)?
—\/ﬁ[0+2f_00 e 2 dz]

=Flo+2;3vzA]
2

=0

Standar deviasi

o= o

Luas Daerah Kurva Normal

1(x—p

Probabilitas distribusi normal f(x) pada interval x; < x < x, ditentukan dengan mencari

luas daerah di bawah kurva yang ditunjukkan pada Gambar 2
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Gambar 2 Probabilitas Distribusi Normal Pada Interval x; < x < x,

Pada Gambar 2 probabilitas P(x; < x < x3) ditunjukkan oleh luas daerah yang diarsir
yang dibatasi oleh kurva f(x), sumbu-x, garis tegak x = a dan x =b. Karena f(x)
merupakan fungsi kontinu, probabilitas P(x; < x < x,) dihitung dengan menggunakan

integral dari fungsi f(x) yang dibataso oleh x = x; dan x = x,, yaitu:

p( ) sz 0 d .[xz 1 _l(ﬂ)zd
X, < x < Xxy) = x)dx = e 2Ua ) dyx
1 2 xlf . O_m

Integral digunakan untuk menghitung daerah di bawah kurva distribusi normal standar.
Akan tetapi, secara sistematis bentuk integral dari fungsi f(x) tersebut sulit dipecahkan
secara langsung dengan teknik integral oleh karena itu variabel random normal X
ditransformasikan ke suatu variabel normal standar Z dengan rata-rata ¢ = 0 dan variansi
o? = 1, untuk menyelesaikan integral dari distribusi probabilitas normal. Tranformasi yang

dimaksud yaitu:

Jika variabel random normal X menghasilkan nilai x, maka nilai yang sama dalam variabel

random Z adalah Z = % Jika x terletak antara nilai x = x; dan x = x, maka diperoleh

Dari uraian sebelumnya dapat dituliskan:

X2
P(x <x<x)=j .
! ? x, OV2T
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2
_ Zy 1 . _z
=), e dz
=[,” N(z;0,1)dz

=P(z; <x<2z,)

Definisi

Distribusi probabilitas dari variabel random normal Z dengan rata-rata u = 0 dan

variansi 02 = 1 disebut distribusi normal baku dengan notasi N(0,1)
Membaca Tabel Distribusi Normal untuk Menentukan Luas Di Bawah Kurva Normal

Berikut merupakan tabel distribusi normal standar (tabel z) untuk P(X < x) atau

dapat diilustrasikan dengan luas kurva normal standar dari X = —oo sampai dengan X =

X.
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Tabel z statistik pada umumnya dibuat dengan format berikut:

a) Kolom dan baris pertama dari tabel z menunjukkan z score

b) Kolom pertama dari tabel z statistik berisi bilangan bulat dan bilangan di tempat
desimal pertama (bilangan bulat dan satu bilangan di belakang koma)

c) Baris pertama dari tabel z statistik berisi bilangan yang menunjukkan bilangan di
tempat desimal kedua (bilangan kedua di belakang koma)

d) Nilai yang berada di dalam tabel merupakan peluang

Contoh:
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1. Hitunglah P(z < 1.25)

Penyelesaian:

Z 000 001 002 003 004 (005 | 006 007 008 009

00 05000 05040 05080 05120 05180 05189 05239 0.5279 05318 05359
0.1 05388 05438 05478 05817 05557 05536 05838 05678 057 05753
02 25783 05832 05871 05910 05348 05887 08028 08084 0803 o84
03 06179 oB217 08255 06233 086331 06368 06408 08443 084BD 08517
04 0.6554 06591 cge2s 0.6664 0.6700 06736 08772 06808 06844 06679
05 06815 08350 063985 07018 07054 07088 07123 07157 07180 07224
08 077 0.7201 07324 07357 07389 07a22 07454 07686 07518 07549
07 07580 07812 07642 0.7873 07704 07734 07764 07734 07823 07852
08 07881 07910 07938 07367 0.7885 08023 08051 08078 0B106 08133
03 08158 08188 08212 08238 08264 08288 083158 08340 08385 08389
19 08413 08438 084B! 08485 08508 08531 08554 08577 08589 08821
1.1 08843 0B8ES 0BS&88 08723 FoReY

AT ARBEG ABBRE

09068 09082 02099

13 0803

i

0913 08147 029182 0977

55048
Pada tabel, carilah bilangan 1.2 pada kolom Kiri. Selanjutnya, carilah angka 0.05

pada baris paling atas. Sel para pertemuan kolom dan baris tersebut adalah 0.8944.

2. Gunakanlah tabel distribusi normal standar untuk menghitung luas daerah:
a) Disebelah kanan z=1.44
b) Antara z =-1.97 sampai dengan z=0.86

Penyelesaian:

a. P(z>1.44)
Karena pada tabel distriusi normal kumulatif luas yang diberikan dari z = —oo
sampai dengan z, tertentu atau P(z < z,), maka:
P(z>1.44)=1-P(z <1.44)=1-0.9251 =0.0749
b. P(—1.97 < z< 0.86)
P(—197<2<0.86) =P(2<0.86)-P(z< —1.97)
= 0.8051 - 0.0244
=0.7807
3. Carilah nilai z = k pada distribusi normal standar, sehingga:
a) P(z>k)=0.8770
b) P(k <z< —0.18) = 0.4197

Penyelesaian:

a. P(z>k)=0.8770
P(z>k)=1-P(z<k)
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0.8770 =1-P(z<k)
P(z<k)=1-0.8770
P(z<k)=0.1230
Dari tabel terbaca luas ke kiri untuk 0.123 adalah untuk z = —1.16
b. P(k<z<-0.18) = 0.4197
P(k<z<-0.18)= P(z<—-0.18)-P(z < k)
0.4197 =0.4286-P(z<k)
P(z < k) =0.4286- 0.4197
P(z < k) =0.0089
Dari tabel diperoleh z = —2.37
4. Variabel X terdistribusi normal dengan rata rata 825 dan standar deviasinya 40.
Tentukanlah probabilitas untuk menemuan X bernilai antara 795 dan 845.
Penyelesaian:
Diketahui: u = 825, 0 = 40, x; = 795, x, = 845

xi—p _ 795 — 825

= —0.75
o 40

Z1 =

xz—,u=845—825=

n 20 0.5

Zy =

P(—0.75<2z<0.5)=P(z<0.5)-P(z<—-0.75)
= 0.6915 - 0.2266
= 0.4649
9.3. Penerapan Distribusi Normal

Banyak masalah yang diselesaikan dengan distribusi normal, seperti beberapa contoh

berikut ini.

1) Rata-rata jarak tempuh bus pada suatu perusahaan travel yaitu 5000 km perbulan
dan standar deviasinya 1200 km yang mengikuti sebaran normal. Berapakah
probabilitas bus menempuh jarak antara 3400 km dan 6500 km dalam 1 bulan?
Penyelesaian:

Diketahui: u = 5000, ¢ = 1200, x; = 3400, x, = 6500

x1 — p_ 3400 — 5000
o 1200

z, = =—-1.33
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xz—,u_6500—5000_125
o 1200 o

Zy =

P(-133<2z<1.25)=P(z<1.25)-P(z< —1.33)
=0.8944 - 0.0918
=0.8026

Jadi probabilitas bus menempuh jarak antara 3400 km dan 6500 km dalam 1 bulan
yaitu 0,8026

2) Suatu nilai ujian mata kuliah statistika mengikuti sebaran normal, dengan nilai rata
ratanya 73 dan simpangan bakunya 8. Bila 12% di antara peserta ujian mendapat nilai
A, berapakah kemungkinan nilai A yang terkecil dan nilai B tertinggi?
Penyelesaian:
Diketahui: u =73,0 =8
Pada soal, diketahui luas daerah atau peluang yang diketahui yaitu 12% atau 0,12

kemudian dicari nilai-z lalu tentukan x dari rumus x = 0z + u

- 0 0.12 +00

Gambar 3
Diperlukan nilai Z sehingga luas di sebelah kanannya 0,12 yang artinya luas daerah di
sebelah kirinya 0,88.
Berdasarkan tabel, P(z < 1.175) = 0.88, jadi z = 1.175

Dengan demikian,

XxX=0z+U
x = (8)(1.175) + 73
x =824

Jadi kemungkinan nilai A terkecil bagi A adalah 83 dan nilai tertinggi bagi B adalah
82
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