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PERSAMAAN BESSEL

Persamaan Bessel

Fungsi Bessel Jenis Pertama

Bentuk umum PD Bessel : x2y” + xy’ + (x? - v2)y =0 ...... (2-31) dengan
v parameter yang diketahui dan nilai v > 0.
Persamaan ini biasanya muncul dalam masalah getaran; medan-medan
elektrostatik; masalah konduksi panas dan sebagainya.Untuk menyelesaikan PD
Bessel ini, digunakan metoda Frobenius dengan penderetan di sekitar x=0 (x=0
merupakan titik singular teratur untuk PD Bessel di atas).

Penyelesaian PD mempunyai bentuk :

Y(X) =X amx™= D amX™" (2-32)
m=0

dengan syarat nilai ao # 0. Sehingga :

yx) = Y (m+nNam™ = x 1Y (m+ amx™ ... (2-33)
m=0 m=0
y'(x) = i (m + r)m + r-1)amx™"™2 = xr'zi (m + r)(m +r-1)amx™
m=0 m=0
............................................................... (2-34)

PDnya mempunyai :

Xz{xr_2 i(m+r)(m+r—l)amxm} + X{XH i(mjtr)amxm} + (x2 - v?)

m=0 m=0
m=0
atau,

> (m+r)(m +r-1)amx™" + Z m + r)amx™" + Y amx™2 - y2
m=0

m=0 m=0



Jika x tidak selalu nol, maka yang pasti = 0 adalah koefisien-koefisien dari x™s :
Koefisien x": (r-1)rao + rao-v ao =0
(rP=r+r-v?ao=0
(rz-v2)ao=0;a0#0
Persamaan indical : r?-v2=0;r2=+v
Koefisien x™1: r(r+ 1)as + (r + 1)a1 - v2a1 =0
(rP+r+r+1-va1 =0
(2r+1+r2-va1 =0
(2r+1 +)a1 =0; (2r + 1) tidak selalu 0
a1 =0
Koefisien x™s : (s +r -1))s + r)as + (s + r)as + as2 - v2as = 0
[(s+r)(s+r-1+1)-v?]as = as-2

[(s + r)2 - v?]as = -as-2

Untikr=v:

as = - as—2 —_ a's—2 —_ as—2
(s+v)’=v> P +2sv+v°-v>  s(s+2v)

s=2-—> ar=-_0 %
2(2+20)  4(1+v)

s=3 - as=-—1 =0
3(3+2v)

s=4 > as = %2 %o

" 4(4+20) 24(2+v).4(1+v)

Karena a1 = 0 ; v > 0, maka untuk s ganjil as = 0 dan untuk s genap = 2m; m =

azm=- ————a,
2m(2v+2m)

2 1 a
2°’m(v+m)

2m-2



Karena ao sembarang dan ao # 0, maka bisa dipilih ao = !

2°T(v+1)
Dengan I'(v + 1) = vI'(v) = v! Untuk v = 0,1,2,3,....... Sehingga :
a, 1 1
m=1—-> az=- =—
22u+2) 22 (L+1) 2°T(v+1)
-1 -1 1

T 22 (urD)(+]) 2" T(v+2) 1272T(L+2)

a, 1 -1

m=2—> a4 = - 3 =— > P
22(0+2) 227 (b+2) 25 T(v+2)

_ 1 ~ 1
22T (L+3) 22°HT(v+3)

a _ a, 1 1

m=3—> as=- - =—— 2
273(b+3) 327 (L+3) 227 T(L+3)
1
m=m — azm = (-1)M 5
mR2"" " T(v+m+1)
X 1

= -1)m R 2-38

Y n;) 1) mR2°?"T(v+m+1) ( )

Fungsi y yang merupakan penyelesaian PD berbentuk deret tak hingga ini disebut
Fungsi Bessel Jenis Pertama orde v dan dinotasikan dengan Ju(x).

1

v+2m

Jadi, Ju(x) = 3 (-1)"

mi2°?"T(v+m+1)
= 1
Ju(Xx) = x° -1)m X2 2-39
) mZ::‘) 1) mi2°7?" T(v+m+1) ( )
Untuk akar indicial yang lain, yaitu r = -v ;
S 1 —v+2m
Jov =(x) = Z -1)m 2, (2-40)

= mR2 """ T(—u+m+1)

Untuk v bukan integer (bukan bilangan bulat), maka Ju(x) dan J., tidak
bergantungan secara linier, sehingga PUD PD Bessel :
Y(X) = C1 Ju(X) + C2J-v(X) cuveniie i (2-41)



Untuk v integer (bulat); misalkanv=n;n=0,1,2,3, .......................

Jalx)= 3 ()" 1 x o

m2 """ T(—n+m+1)

-n+2m

3 ()m

= -1)m
mZ::‘)( ) m2 """ (-n+m+1) =

—-n+2m

m2 """ T(-n+m+1)

Karena untuk m =0, 1, 2, ..... (n-1) ; hargaI'(-n + m + 1) = o, maka :

-n+2m

Jn(x)= Y (1) X X~

m2 """ C(—n+m+1)

—n+2m

= z (-1)m . +
0 m2 " " TI(—n+m+1)

—n+2m

-1)"

M

m2 """ T(—n +m+1)

8
Il

n

Karena untuk m =0, 1, 2, ...... (n-1) ; hargaI'(-n + m + 1) = o, maka :

—n+2m

X
m2 """ T(—n+m+1)

(= Y (1

Misalkan, p=m—n}
m=p+n
e-nN+2m=2p +n
een+t+m+1=-n+p+n+1=p+1
eM=n->p+n=n—->p=0
Sehingga,

2p+n
XP

(p+n)12*"T(p+1)

Ja(x) = 3 (1)

p—0

2

= (-1)"x" -1)p
1) = 1) pR**"I(p+n+1)




Jadi untuk v = n bulat :
Y(x) = C1dn(x) + C2J-n(x) = C1dn(x) + (-1)" C2 J-n(Xx)
Y(x) = [C1 + (-1)" C2]dn(x) = KJn (X)

Belum merupakan PU PD Bessel, karena hanya memuat satu konstanta
sembarang untuk PD orde 2. Untuk menentukan Penyelesaian Basis yang lain
pada kasus v = n bulat ini akan dibahas pada bagian Fungsi Bessel Jenis
Kedua.

Fungsi Bessel Jenis Pertama untuk n =0, 1, 2, ............ (bulat)
- 1
Jn(x) = x" -1)m am
n(X) mZ') 1) m2"" [(n +m+1)
- 1
n=0 - Jo(x = -1)m am
) mz;) =) mR2"" T(n+m+1)
_ (D%’ +(—l)lx2 +(—1)2 x*
2000 (1) 212y 2*2r@d)
X2 X4 X6
=1T- —+ — + o
27 2% 203N’
=1- £+£_ X6
2 er Tgzan o
- 1
n=1- Ji(x = -1)m x2mH
) mz;) D mi2*™' I'(m+2)

(_I)OXI N (_1)1 <> N (_1)2 <}
2'0T(2) 2°IT(3) 2° 2IT(4)

x> x’

2121 2% 213

X
—+
2

3 5
X X X

+__ -
2 16 384




- Akar-akar dari Jo(x) = 0 dan J1(x) =0
Berikut ini adalah 5 buah akar positif pertama dari Jo(x) = 0 dan J1(x) = 0 dalam 4

desimal, beserta selisih antara 2 akar yang berurutan :

Jo(x) J1(x)
Akar Selisih | Akar Selisih
x1 = 2,4048 x1 = 3,8317
3,1153 3,1839
x2 =5,5201 x2 =7,0156
3,1336 3,1579
x3 = 8,6537 x3=10,1735
3,1378 3,1502
x4 = 11,7915 x4 = 13,3237
3,1394 3,1469
x5 = 14,9309 x5 = 16,4706
Untuk v = % ;
i 1
J12(x = x1/2 -1)m XM
() I;) 1) mR2""*" 1/ 2+m+1)

_ i (X/2)1/2+2m (_l)m
o m!T'(m+3/2)



(x/2)”_(x/2)5/2+(x/2)9/2

Jiz2(x) =
o, Vo I, Vr 2., Vn
2 22 222
Catatan : I'(b +1)=vl(v)
1
() = r
J12(x) _ x/” 1_(x/2)2 .\ x/2*
1/2n 13/2  215/23/2 77
(X/2)1/2 B X2 X4
= 1- + e
1/24m | 1123 202735
_ (X/2)1/2 '1_X2 <4 ]
e R R

Ekspansi Mc. Laurin {f(x):zX f" (0)| dari :

n=0 n! B
3 5 7
Sinx=x- — 2
357
2 4 8
Cosx=1-> 4% % & ...
20 4 8
Jadi
1/2\5 " 3 L5 gy e
B2 2
= — Sin x = ,]— Sin X
Jr x X

J12(x) = 1/1 Sin x
X

Dengan cara yang sama bisa ditentukan :

J-172(x) = 1/1 Cos x
X

Jaz2(x) = i[smx — cos x}
X | X




J-312(x) = i{cosx — sin X:|
X

X

Rumus-rumus untuk fungsi Bessel :
1. [x¥ Ju(X)] = x°Jv-1(X)
2. [xJu(X)] = -xJdu+1(X)

3. Ju1(x) + Jus1(X) = %Ju(x)

4. Ju-1(X)'Ju+1(X) = 2JL)(X)

Rumus integral yang meliputi fungsi Bessel
1. [x®Jdo-1(x)dx = x0Ju(x) + C

2. [Jo+1(x)dx = [Jo-1(x)dx — 2Ju(x)

3. IxJdur1(x)dx = -xJu(x) + C

Contoh :
21
1. J32(x) = J1z+1(x) = == J12(x) = J1r2-1(x)

X
= lw/i Sinx—W/iCosxa}i{SmX — Cosx}
x \ mx X x| X

2(=)

N | —

J-a2(x) = Jaasz-1(x) =

J-12(X) = J-172+1(X)

X
=- l‘/i Sinx—Ji Cosx
x \ X X

- |2 [Cos X Sinx}

X X

2. | x* J1(x) dx = [x2 x2 J1(x) dx = [x2 d[x2 J2 (x)]
X2 x2 J2(x) - [x2 J2 (x)dx2
x4 J2 (x) - 2] x3 J2 (x)

x* J2 ) -2]d [x3 J3 (X) ]



=x*J2 (x)—2x3J3 (x) + C

= x* {% Jl(x)—JO(X)} —-2X 2] (x)—J (x)}
X -

=t F 1 (03, (xﬂ o’ f[le (-1, (x)) J (xﬁ
X _X X

= 2x3 J1(x) — x* Jo(x) — 16x J1(x) + 9x? Jo(x) + 2x3 J1(x)
= (8x2 — x*) Jo(x) + (4x3 - 16x) J1 (x) + C

3. I x3 Ja(x) dx = [x5 [x2 J3(x)]dx = -[x5 d[x2 J2 (x)]
= -x% x2 Ja(x) + [x2 J2 (x) dx®
= x3 J2(x) + 5 [x2 J2 (x) dx®
= -x3J2 (x) + 5 [x3 [x" J2 (x)]
= -x3 J2 (x) + 5 [x3d[x" J1 (x)]
= -x3 Ja(x) + 5x2 J1 (x) — 5 [x" J1 (x) dx3
=-x3J2 (x) + 5x2 J1 (x) — 15 [ x J1 (x) dx
= -x3 J2 (x) + 5x2 J1 (x) — 15 [ x Jo (x) dx
= -x3J2 (x) + 5x2 J1 (x) — 15 [x d [Jo (x)]
= -x3 J2 (x) + 5x2 J1 (x) — 15 x Jo (x) - 15[ Jo (x) dx



Aplikasi Fungsi Bessel

Vibrasi dari Rantai yang Tergantung

Suatu rantai dengan masa persatuan panjang konstan, dengan panjang L
digantung tegak lurus pada suatu tumpuan tetap ) seperti pada gambar. Pada
saat t = 0, rantai ditempatkan dengan membentuk sudut o terhadap bidang

vertikal, kemudian dilepaskan.

O

X=0 == y

X=X
AN

U=(x,t}

L = panjang rantai

p = densitas rantai (massa persatuan panjang) = konstan

o = sudut penyimpangan rantai terhadap bidang vertikal

U(x,t) = besarnya simpangan di titik x = x pada rantai terhadap vertikal pada saat
t.

Berat bagian rantai di bawah sembarang titik (x = x) = W (x)

W (x) = pg (L-x)

Karena rantai menyimpang sejauh a terhadap bidang vertikal, maka
W (x) ~ gaya tekan yang bekerja secara tangensial pada gerak rantai.
Sehingga komponen horisontal dari gaya tekan [W(x)] :

F(x) = W (x)sina

Jika @ — 0 : W (x) Sin o~ W (x) tg o = W(x) 22X




Ambil bagian kecil rantai dari x sampai x + Ax ; dengan Ax - 0

maka besarnya perubahan gaya : F (x + Ax) — F (x)

F(x+ Ax) — F (x) = W(x+ Ax) DEFAGD iy UKD
O(x + Ax) ox
. W (x + Ax) oU (x + Ax, t ~ w(x) oU(x,t)
lim O(x + Ax) ox
= AX
Ax —> 0 Ax
= AX 9 w (X) UG
ox | ox
o[ ou
= AX | pg(L-x) 2>
™ _pg( X) Gx}

Hukum Newton Il : F = ma = massa x percepatan

2

- percepatan vibrasi :
ox

- massa dari bagian kecil rantai (Ax) = p Ax

2

Gaya F = Axp 0 gaya ini sama dengan perubahan gaya F(x+Ax) — F(x), jadi :

ot?
0*U 0 ou
AX = AX — L-x)—
P ax{pg( )éx}

= AXpg %{(L—X) %J}

0*U 0 ou
=g—|(L-%)—
e gax{( X) ax}

Bila gerakannya merupakan gerak periodik dalam t dengan periode 2n/®, maka :
U(x,t) = y(x) cos (ot + 0)

AW . oYy (X) sin (ot + 0)
ot

o’Uu
ot’

= - w2 y(x) cos (ot + 0)



Y y’ (x) cos (ot + 0)

1504 B
0*U
ot?

0 ou
=-w?ycos (ot+09)=g — [(L-x)—
%y (ot +0) gax(( X)aj

- w2y cos (ot +0) =g ai[(l- —X) y’ cos (ot + 0)]
- w2y cos (ot + 8) = g cos (ot + ) aﬁ [(L-x)Yy1]
X
coty=g SUL-XyT=gl- Y+ (L=
X

2
()] y ”
-?y:-y +(|__X)y

2
(L=x)y" =y +22y=0;22 =
g

Misal : L-x =z ; % = -1
dx

o dy_dydz__ dy_ dy
dx dz dx dz dz

y=&y_dfdy]_df dy] _ dfdy] dy
dx? dx|dx| dx| dz dz|dx | dz’

2
Sehingga persamaan menjadi : z d—y+ﬂ+}\,2 y =0

dz? dz

2
S

s=20z"2:z2= ——
4\’

Misal :

2sds sds ds 207
dz = =, — = —
407 2\? dz S

dy dyds 2)°dy 2»° dy_kZ,MQ

dz dsdz s ds 2xz'? ds ds

dz* dz|dz| dz ds

sz_ d {ﬂ}zi{kzl/z g}:}{—lz Y dY_'_Zfl/z iﬂ
2 ds dz ds

|



1 3/2@_}_}\’2—/12 iﬂ

=- —Az
2 ds ds dz
- _ lkz—s/z ﬂ+7\,z_/12 i Az V2 ﬂ
2 ds ds ds
=- lkz"m ngkzz"] ﬂ
2 ds ds?

Persamaan menjadi :

2
Z{_%xz‘m %4—%22_1 (:1—3]}+kz_”2 (;—y+k2y:0, atau
s s s

dzy

7\2
ds’

+{—%7yz”2 +Kzl/2}%+k2y=0
S

2
Yy L Wy

7\2
ds? 2 ds

2
d—z+l7f‘z Y y=0
ds® 2 ds

2
d’y 1dy . y =0 — PD Bessel dengan v = 0

ds* s ds

Penyelesaian
PD : y(s) = Jo (s)

Sehingga y(x) = Jo (20 /L — x/ \/g)
Syarat batas : pada x = 0 rantai berada pada posisi tetap pada setiap saat : y(0)
=0

y(0) = Jo(2w/[L-0/ \Jg =0 — Jo(2w/L/g) =0

Akar positif pertama dari Jo(2w /L/g) = 0 adalah 2,4148, berarti

2mw,L/g =2,4048 : ® = 2’4348 Jg/L

Frekuensi getaran (gerakan) rantai = 22 siklus/satuan waktu =
T

2,4048
4n

Jg/L siklus / satuan waktu



Fungsi Bessel Jenis Kedua

Persamaan diferensial Bessel berbentuk : x2y” + xy’ + (x> — n?) y = 0 dengan
penyelesaian : y(x)=c1Jn(X) + c2 J-n(X).

Untuk n bilangan bulat, Jn(x) dan J-n(Xx) bergantungan secara linear, maka harus
dicari penyelesaian basis kedua selain Jn(x) untuk memperoleh penyelesaian
umum PD Bessel untuk n bilangan bulat.

¢+ dan c2 adalah konstanta sembarang, dipilih c1 = E + +-<0307.
SIn T

C2 = - , E dan F adalah konstanta sembarang.

sinnT

PUPD Bessel menjadi :

y(x) = {E+F?°S““}Jn (x)+[— | }j_nu)
SINN 7T S1Nn N7
Y(x) = E Jdn(x) + 2T 5 )
S1n N7
y(x) = Edn(x) + F [Jn(x)co§nn—J_n(x)}
S1n N7t

y(x) = EJn(x) +FYn(x)

J.(x)cosnm—J__ (X)

- ;n #bilanganbulat
dimana Yn(Xx) = ST
" J, (x)cosprn—J_ (x) )
m - ;n =bilangan bulat
p — nSIN PTT

Fungsi Yn(x) disebut fungsi Bessel jenis kedua.

Untuk n = O PD Bessel menjadi :
Xy"+y +xy=0
Akar-akar persamaan indicial : r1,2 = 0, sehingga



Y2(x) = Jo(x) In x + i Am x™

m=1

X

J o0
Y2’=Jo‘lnx+—°+z Am xm-1
m=1

J,' ] =
Y2n=J0“|nX+2_0-—g+Z m(m—1)Ame-2

X X m=1

Substitusikan Y2, Y2’ dan Y2” ke PD (1), kemudian disederhanakan dan diperoleh

2J0°+ Y m(M—-1)Anx™"+ > mAnx™"+ > Anx™1=0
m=I

m=1 m=1

Berdasarkan fungsi Bessel jenis pertama untuk n = 0 diperoleh :

JO,(X) _ i (_l)m 2mX2m—l B i (_l)m szm_]
~ 2™ (m))? ~ 2 mi(m-1)!

Persamaan menjadi :

© _1\m 2m-1 © ©
s CDTMXT S mz A x4 S Anxm = 0
m=1

= 2™ m(m-1)!
Koefisien dari x° : A1 =0
Koefisien dari x?5 : (2s + 1)?A2s+1 + A2s.1=0,8=1,2,3, .....

A3=0,As=0,A7=0, .....

Koefisien dari x25*1: -1 + 4A2 =0 > A2 = %

Untuk s + 1, 2, 3.... Berlaku :

_ s+1
Z(L + (25 +2)? Azs+2 + A2s = 0
2% (s +1)ls!
Untuk s = 1 diperoleh : é+ 16A4 + Az = 0 — Ag = - %

Rumus untuk menentukan Azm :

_ m—1
Aom= DT (1+1+1+ ..... +ij, m=1,23 ..
22m (m!)2



bilahm=1+l+ +...+i,maka:

1
3 m

2
- & (D",
V) = Job)Inx+ 3 S s

Jo dan y2(x) merupakan penyelesaian yang bersifat linear independence,

sehingga : a (y2 + bJo) juga merupakan penyelesaian basis. Bila a = 3 b=y -1In 2
T

maka :
2 X 2&(-D""h,
Yo(x) = ZJdo(X) | In=+y|+= Y —— O x™ .. 2-42

im =1+ 24 +L . =0,57721566490 .., konstanta Euler
m

Ya(x) = %Jn(x) [m%w}li(—l)m‘l (h, +h

T 27" m!(m+n)!

m+n ) 2m+n

Sehingga PUDP Bessel untuk semua nilai n adalah :
y(Xx) = c1dn (X) + Cc2 Yn (X)

Rumus-rumus rekursi yang berlaku untuk Jn(x) juga berlaku untuk Yn(x).

Contoh :

1. Selesaikan PD : xy” + xy’ + (x —4)y =0

PD : x2y” + xy’ + (x2 — 4)y = 0 merupakan PD Bessel dengan n = 2.
PUDPD-nya : y(x) = C1J2(x) = C2 Y2(x)

dengan



bl

[o(k) + o(k + 2)] m

2. PD: x?y” + xy’ + (A2x? - v?)y = 0; (subst A x = z)
Misalkan : z=A X > X = %

% =

dx
Jadi,

, dy dy dz dyk

dx dzdx dz

y”: dzy—i ﬂ —i }Lg
dx? dx\dx) dx\ dz
2
=) i ﬂ =xi ﬂ :ni xﬂ =7L2M
dx\ dz dz\ dz dx\ dz dz*
PD menjadi :

[?ﬁ j z]]+x(kj—yj+ (A2 x2-02)y=0

z V4

z’ d’y) =z dy

S ) S Ay et V) +O02 2 0
73( dzz] 7»( dz + Az VY=

—2+z-—2> +(z2-v?)y =0 — PD Bessel dalam y dan z dengan v = v

y(z) = C1Jdv (2) + C2 Yu(2)
PUPD :
Y(x) = C1Jv (Ax) + C2 Yy (AX)

3. xy"+(1+2n)y +xy =0 (y = x"u)
Misalnyay = x"u; maka:

dy -n x™Tu + x" du
dx dx



2
d y:di{_nxnluﬂn du} =4 Lty + i{x“ du}
X

dx’ & dx dx &
2
= (n + 1)nx"2u — nx " W pxent Q0 yn d7u
dx dx dx’
du d’u
= )nx-"-2u — -n-1 du .
= (n + 1)nx "2y — 2nx™"" + XN
dx dx?
2
x| (n+Dnx "Pu—2nx " do g dv +(1+2n)| —nx "u+x" U xmu =0
dx dx? dx
PD menjadi :
2
(n + 1)nx-n-1u — 2nx™" d_u+ x-n+1 H_nx-n-1u + xNn d_u -2n2 x"1y +
dx dx? dx
2nx™" du +x™lu=0
dx
2
[n2 +N—-—n-— 2n2] +-n-1y + x"n+1 d_u + xn d_u +x"Tyu=0
dx? dx

Masing-masing ruas dibagi dengan x™" :

d’u du

- n2x'u + x +— +xu=0
dx? dx
2
xdu+g+(x—n2x4)u=0
dx? dx

Masing-masing ruas dikalikan dengan x :

2
2 4 u+x@+ (x2=n?)u=0— PD Bessel dalam u dan x
dx? dx

denganv =n

PU PD :

u(x) =C1dn (x) + C2 Yn (X); y=x"u

y(x) = X" u(x) = x"[C1 Jn (x) + C2 Yn (X)]
= C1x"Jn (X) + C2 X" Yn (X)

4. X2yu _ 3Xy’ + 4(X4 _ 3)y = O : (y - X2U, X2 = Z)
Misalkan y = x2 u; maka :



ﬂ=i(x2u)=2xu+x2d—u

dx dx dx
2 2
d y_4d (2xu+x2@j= 2u + 2x du + 2X d—u+ x2 d’u
dx? dx dx dx dx dx?
2
=ou+ax I 42 d121
dx dx
PD menjadi :
du d’u du
)(2[2u+4x&—|-x2 dx2J+ 3x (2xu+x2 Ej +4(x4 —3)x2u =0
2
x4 d 121+(4x3 -3x%) du (2x2 — 6x% + 4x5 —12x%)u =0
X dx
2
N j U xe 3_“+ (46 — 16x%)u = 0 dibagi dengan x2
X X
2
x“jl,zl +xj—u+(4x4—16)u=0
X X
Misalkan : x =z — d—Z = 2Xx
dx
du _du dz _, du
dx dz dx dz
Cu_dfy )yl dfd
dx? dx dz dz dx \ dz
=2 @+ Xi(@J:2@+2xi(2x@j
dz dz\ dx dz dz dz
=2 @4X2 d’u
dz dz*
PD menjadi :
du d’u du
X2[2E+4X2 dZ—ZJ-f‘X[ZXEj + (4X4 — 16)u =0
2
axt T8 1 2x) M+ (axé - 16)u = 0
4 dz



2
4x4 du 4x? du
dz* dz

+ (4x* — 16)u = 0 — dibagi dengan 4x?

2
2 j_lzl rx j_“ +(x2-4)u=0 — PD Bessel dalam u dan z dengan v = 2
7z Z

PUPD : u(z) =Ci1J2(z) + C2Y2(2)
Z=x2 > u(x)=C1Jd2 (x2) + C2 Y2(x?)
z=x2Uu—>Yy (X)=x%2u(x)=x2[C1J2 (x?) + C2 Y2 (x?)]

Fungsi Bessel Termodifikasi (Modified Bessel Function)

Persamaan Diferensial :

XY+ XY = (IPX2+N2)Y =0 oo (2-45)

yang merupakan persamaan Bessel dengan variable bebas ix dan
mempunyai penyelesaian umum :y = C1 Jn (ix) + C2 Yn (iX) ...... (2-46)
dengan,
0 : n+2k
Jn (ix = Y- (ix)
" (%) ;( ) 27 2 KN (n+k +1)
© - 2k n+2k
Jn (ix =inS - — L%
" (%) kzz(‘;( S T k)
o0 n+2k
i Jn (ix) =y z

= 2" KIT(n+k+1)
Bentuk [i"Jn(ix)] merupakan fungsi baru yang berharga real dan disebut fungsi

Bessel termodifikasi jenis pertama orde n yang dinotasikan dengan In(x).

n+2k

kd X
n(x) = S X 2-47
() § 27 2K T (n+k +1) (2-47)

I-n(x) didapat dengan mengganti n dengan —n sebagai berikut :



-n+2k

2 X
n(x) = > e, 2-48
n(x) kZ; 27 2 T (n+ k +1) (2-48)

Untuk n tidak bulat In dan I-n merupakan penyelesaian yang linear independence
dari PD (1-44) sehingga penyelesaian umum PD (1) adalah :

y = c1ln (X) + c2l-n(X), n#bilangan bulat ........................ (2-49)

Untuk n bulat :

(-1)" J-n (ix) = Jn (ix)

(i2)" Jon (ix) = Jn (ix)

i"J-n (ix) =0 Jdn (ix)

[-n (X) = In (X)

Untuk n bilangan bulat I.n (x) = In (Xx) linear dependence, sehingga perlu
didefinsikan penyelesaian basis yang lain yang bersifat linear independence

dengan In(x) sebagai berikut :

Dipilihci=A-* B ¢ =_B
2 sinnw sin nm
y = Al (x)- ~ ,B In (x) + =+ ‘B l-n(X)
2 sinnw 2 sinnrm
I -1
maka y = Aln (x) + B E{ -n (X‘) n (X)}
2 sin nm

y = Aln (x) + BKn(x)
g{l_n (x)-1, (x)

2
i g{l-n (x)-1, (x)

p—on ) sin nw

- } ;n #bilangan bulat
sin n7
dengan Kn(x) =

} ;n =Dbilangan bulat

Kn(x) disebut fungsi Bessel termodifikasi orde n jenis kedua.

PD Bessel termodifikasi bisa dinyatakan dengan : x2y” + xy’ — (A2x? + n?) y = 0
dengan PUPD :y = c1 In(AX) + c2l-n(Ax) untuk n # bilangan bulat

y = c1 In(Ax) + c2Kn(Ax) untuk n = bilangan bulat

Untuk A = i, maka PD menjadi :

x2y" + xy' — (ix2+n?)y=0



X2y” + xy’ + (-ix2-=n?2)y =0
Dan PUPD : y = c1ln (Vix ) + c2Kn (Vix )

y = c1dn (|3/2X) + c2 Kn (i i12 X)

(i%2x) = i (D" ()"
= 27 kIT(n+k+1)

= 32 n i (DG x
= 27N KIT(n+k+1)
i =1:k=0,4,8.......
Bk=-i;k=1,59 ...
jBk=-1:k=26,10......
PR=i:k=37,11.......

Untuk k ganjil —» Jn (i*?x) real

Untuk k genap — Jn (i¥2 x) imaginer
Untuk k = 2j — (-1)ki3k = (-1)
k=2j+1 - (-1)ks3k = (-1)ii

sehingga

0 -1 J o n+4j & -1 J o n+2+4j
J (3/2X) = |3/2 " Z n+4j ( : ) - : 'HZ n+2+4j ( ) - :
S2HPIT(+2j+1) 2" 2+ DIT(n+2j+2)

~ j32n Cr +iX))

Menurut Rumus de Moivre :

312 _ no.ow) 3nm 3nn

| = | cOS—+18In — =cos — +isin —
2 2 4 4

Catatan :

z=a+ib =cps(arctg E) + | sin(arc tg E)
a a

. T . T
Z=1—>ZzZ=C0S — *+isin —
2 2



Jadi,

Jn(i%2x) = (cos3n7n+isin3n7nj R +i2)

= (cos%z —sn—Zj (cos—z —s'n3n—n2 j
dengan :
Bern x = cos 3117752 — sin 3n—nZ

3nm . 3nm

Bein x = cos Tz‘ — sin —ZR

Untuk n =0:
) _1\J 4j
Bero x = Ber x = Z%
=29 (2]
( 1)J 4j+2

Beio x = Bei x = w—
Jzo 2972 [2)]

Dengan cara yang sama fungsi Kn (i"2x) dapat juga dinyatakan dalam jumlahan :
(deret real) + i (deret real) seperti di atas, dengan

Kn ("2 x) = Kernx + i Kein x

Sehingga PUPD : x?2y" + xy’' — (ix2+n?)y =0

adalah :

y = c1 (Bern x + iBeinx) + c2 (Kernx + Keinx)

Persamaan yang bisa ditranformasikan kedalam PD Bessel
1. PD: x2y" + (2K + I)xy’+ (a? x> + B2)y = 0

dengan k, a, r, f konstanta

akan mempunyai PU PD :

y = xK[C1dwr (ax’/r) + C2 Yxr (ax" / r)]

2—1r+s
2

’Y_




2,Jal

7\’=
2—1r+S$
Ja=1)> —4b
n=—
2—1+Ss

Jika a < 0 — Jn dan Yn diganti dengan In dan Kn
Jika n # bulat — Yn dam Kn diganti dengan J-n dan I-n

Contoh :

1. PD:xy’+y +ay=0

Dikalikan dengan x :

k=0;r=%;a2=a—>a=+a

B=0;%= k' B’ =y0"-0>=0

Jadi PU PD :

y =x° [C1Jo (24/ax ) + C2 Yo (2+/ax )]
= C1Jo (2ax ) + C2 Yo (2ax )

2. PD:x%y" + x(4x?2 = 3)y’ + (4x8 - 5x2+ 3)y =0
a=-3;b=2;c=3;d=-5

p=4;q=1

Soa=2;p=%:r=+/5;:n=1

PU PD :y = x2 @2 [c1l1)x+/5) + c2 K1 (x+/5)]

3. PD:x?y"—xy+(1+x)y=0

dibagi x3 :

y' oy [l 1} _
=+ —=+—]y=0
X x? L{3 x? Y

(xTy’)+ (x2+x°%)y=0
r=-1;s=-2;a=b=1,0a=0;y=%;12=2;n=0
PUPD :y = x [c1do (2/x ) + c2do (2% )]



4. PD:9(y”+ly’+y)-i2y=0
X X

y = 0, dikalikan x?

(V' * Sy +y) - —
X 9x*

X2y" +xy’ + x2y —4/9y =0

x2y” + xy’ + (x2 — 4/9)y = 0 — PD Bessel dengan n = 2/3

PUPD :y = c1J2i3 (X) + ca2d-2/3(Xx)

RH lRl
5. PD: —+-—=un;R=R(r
R TR M (r)

Dikalikan Rr? PD menjadi :

r’R’rR’ - ur? = 0 —» PD Bessel termodifikasi dengan A =u; n =0

PUPD : R =c1lo (ry) + c2 Kz (ryfp)

6. PD:xy”+y +2ixy=0
atau x2 y” + xy’ + 2ix2y = 0 - PD Bessel dengan A = /2i
PUPD :y = c1Jo (x ~/2i) + c2 Yo (x +/2i)



Soal Latihan

Selesaikan PD berikut !

1. X2y +xy' + (x2-4)y=0

Xy’ +y +%y=0;(Jx=2)

X2y" + Xy + (4x4 = Ya)y =0 ; (x? = 2)

x2y" —3xy’ +4 (x*=3)y=0; (y=x%u, x2=2)
X2y + Y (x+%)y=0;(y=u vJx, Jx =2)

o & b

6. yY+x2y=0;(y=u \/;,%x2=z)

Jawaban :

1.y =AJ2 (x) + BY2 (x)

y = Ado (V/x ) + BYo (Vx)

y = Ad1a (X?) + BY 14 (x?)

y = x? [AJ2 (x?) + BY2 (x?)]

y = Jx [Ad12 (Vx ) + Bz (Vx)]

o & b

6. y = Jx [AJia (%x?) + BY (%xz)]





