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Derivative

▪ Definisi:

➢ Apabila 𝑤 = 𝑓(𝑧) suatu fungsi dimana domain definisi memuat neighborhood dari

titik 𝑧0 derivative f pada titik 𝑧0 adalah:

𝑓′ 𝑧0 = lim
𝑧→𝑧0

𝑓 𝑧 −𝑓(𝑧0)

𝑧−𝑧0
bila limitnya ada

Apabila menggunakan notasi ∆𝑧 = 𝑧 − 𝑧0 maka derivate f pada titik 𝑧0 dapat ditulis:

𝑓′ 𝑧0 = lim
𝑧→𝑧0

𝑓 𝑧0+∆𝑧 −𝑓(𝑧0)

∆𝑧

dengan catatan bahwa, karena f terdefinisi dalam neighborhood 𝑧0 maka nilai 𝑓(𝑧0 +
∆𝑧) selalu ada untuk 𝑧0 cukup kecil.

Apabila dari formulasi kedua, indeks nol dihilangkan maka diperoleh definisi

defirative (penurunan fungsi) yang lebih umum yaitu:

𝑓′ 𝑧 = lim
∆𝑧→0

𝑓 𝑧 + ∆𝑧 − 𝑓(𝑧)

∆𝑧
= lim

∆𝑧→0

∆𝑤

∆𝑧
=
𝑑𝑤

𝑑𝑧

Dapat dikatakan bahwa notasi-notasi fungsi turunan dari f atau disingkat turunan f 

adalah:

𝑓′ 𝑧 𝑎𝑡𝑎𝑢
𝑑𝑓

𝑑𝑧
𝑎𝑡𝑎𝑢

𝑑𝑤

𝑑𝑧

Turunan fungsi dapat diperoleh dengan cara menerapkan langsung definisi dan proses 

ini serupa dengan yang digunakan pada kalkulus



Rumus
Derivative

▪ Rumus-rumus derivative sebagi berikut:

1.
𝑑

𝑑𝑧
𝑧𝑛 = 𝑛𝑧𝑛−1 ;

𝑑

𝑑𝑧
𝑧 = 1 ;

𝑑

𝑑𝑧
𝐶 0 ;

𝑑

𝑑𝑧
𝐶𝑓 𝑧 = 𝐶

𝑑

𝑑𝑧
(𝑓 𝑧 )

2. 𝑓 𝑧 + 𝑔(𝑧) ′ = 𝑓′ 𝑧 + 𝑔′(𝑧)

3. 𝑓 𝑧 − 𝑔(𝑧) ′ = 𝑓′ 𝑧 − 𝑔′(𝑧)

4. 𝑓 𝑧 𝑔(𝑧) ′ = 𝑓′ 𝑧 𝑔 𝑧 + 𝑓 𝑧 𝑔′(𝑧)

5.
𝑓(𝑧)

𝑔(𝑧)

′
=

𝑓′ 𝑧 𝑔 𝑧 −𝑓 𝑧 𝑔′(𝑧)

𝑔(𝑧) 2

6. 𝑓(𝑔 𝑧 ) ′ = 𝑓′ 𝑧 𝑔′(𝑧)

Kesesuaian rumus turunan fungsi variabel bilangan kompleks dengan fungsi nyata yaitu

apabila f dan g sebagai polinom-poloinom dalam z. Apabila f ditulis sebagai 𝑧 =

𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) , seperti misalnya𝑓 𝑧 = 𝑥2 + 𝑖𝑦 , 𝑓 𝑧 = 𝑒𝑥 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛𝑦 maka tidak

bisa diselesaikan dengan rumus diatas, sehingga masih memerlukan teorema lebih lanjut.



Contoh & 
Penyelesaian

Contoh:

1. Tentukan turunan fungsi konstan 𝑓 𝑧 = 𝑐

2. Tentukan (
𝑑

𝑑𝑧
) dari:

a. (𝑧3 − 𝑧−2)(𝑧3 + 5)
b. (𝑧−1 + 2𝑧 + 3)4

c.
𝑧4−3

𝑧2+1

Penyelesaian:

1. Untuk setiap nilai z pada 𝑓 𝑧 = 𝑐, mempunyai:

𝑓′ 𝑧 = lim
∆𝑧→0

𝑓 𝑧 + ∆𝑧 − 𝑓(𝑧)

∆𝑧
= lim

∆𝑧→0

𝑐 − 𝑐

∆𝑧
= 0

Jadi turunan suatu fungsi konstan selalu nol

2. Dengan menggunakan aturan pendeferensialan maka:

a.
𝑑

𝑑𝑧
(𝑧3 − 𝑧−2)(𝑧3 + 5) = 𝑧3 − 𝑧−2 2𝑧 + (𝑧2 + 5)(3𝑧2 + 2𝑧−3)

b.
𝑑

𝑑𝑧
(𝑧−1 + 2𝑧 + 3)4= 4(𝑧−1 + 2𝑧 + 3)3(−𝑧−2 + 2)

c.
𝑑

𝑑𝑧

𝑧4−3

𝑧2+1
=

𝑧2+1 4𝑧3− 𝑧4−3 2𝑧

(𝑧2+1)3



Soal-soal
Latihan

1.Tentukan 𝑓′(𝑧) fungsi-fungsi berikut ini:

a. 𝑓 𝑧 = 𝑧3 − 3𝑧2 + 𝑧−4 + 2

b. 𝑓 𝑧 = 3𝑧2 − 2𝑧 + 7

c. 𝑓 𝑧 = (2𝑧3 − 3𝑧2 + 4)5

d. 𝑓 𝑥 =
𝑥2+2

3−𝑥2
3 − 𝑥2 ≠ 0

2.Gunakan definisi dan aturan deferensial untuk

menentukan turunan dari:

a. 3𝑧2 + 4𝑖𝑧 − 5 + 𝑖 pada  𝑧 = 2

b. 3𝑧−2 pada  𝑧 = 1 + 𝑖

3.Tunjukkan bahwa 𝑓 𝑧 = ҧ𝑧 tidak deferensiabel (tidak

ada) dimana-mana!



PERSAMAAN 
CAUCHY-
RIEMANN 

(PCR)

▪ Teorema:

➢ Apabila 𝑓′(𝑧) dari suatu fungsi 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) ada di titik 𝑧0 maka

derivative parsial tingkat satu ke x dan y dari komponen-komponennya u dan v juga

ada dan memenuhi syarat Persamaan Cauchy Riemann (PCR) sebagai berikut:
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑎𝑛

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑣

𝜕𝑥

PCR

𝑈𝑥 = 𝑉𝑦 𝑑𝑎𝑛 𝑈𝑦 = −𝑉𝑥

𝑓′ 𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 𝑈𝑥 + 𝑖𝑉𝑥

sedangkan 𝑓′(𝑧) dirumuskan

𝑓′ 𝑧 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑉𝑦 − 𝑖𝑈𝑦

selain itu dapat dinotasikan
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑈𝑥 ,

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑈𝑦 ,

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 𝑉𝑥 ,

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 𝑉𝑦

Apabila 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) terdefinisikan dalam setiap neighborhood 𝜀 dari

𝑧0 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0 sedangkan 𝑢 𝑥, 𝑦 𝑑𝑎𝑛 𝑣(𝑥, 𝑦) fungsi-fungsi nyata berharga satu dari

x dan y yang bersama-sama dengan derivative parsialnya 𝑈𝑥 , 𝑈𝑦 , 𝑉𝑥 , 𝑉𝑦 kontinu di 

titik 𝑧0 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0 dan jika derivative parsialnya memenuhi persamaan Cauchy 

Riemann, maka:

𝑓′ 𝑧 𝑎𝑑𝑎 𝑓′ 𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦



Bentuk
Kutub

Cauchy –
Riemann

Bentuk Kutub Cauchy – Riemann

➢ PCR dalam koordinat kartesius dapat dinyatakan dalam koordinat kutub.

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 𝑧 = 𝑟(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃)

𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃

𝑓 𝑧 = 𝑢 + 𝑖𝑣 𝑅𝑒(𝑧) dan 𝐼𝑚(𝑧) dapa dinyatakan dalam 𝑥 𝑑𝑎𝑛 𝑦 atau 𝑟 𝑑𝑎𝑛 𝜃

➢PCR dalam bentuk kutub 𝑈𝑟 =
1

𝑟
𝑉𝜃 𝑑𝑎𝑛 𝑉𝑟 = −

1

𝑟
𝑈𝜃

➢Turunannya yaitu 𝑓′ 𝑧 = 𝑒−𝑖𝜃 𝑈𝑟 + 𝑖𝑉𝑟 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑓′ 𝑧 =
1

𝑟
𝑒−𝑖𝜃 𝑉𝜃 − 𝑖𝑈𝜃

Teorema:

➢Bila 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑟, 𝜃 + 𝑖𝑣(𝑟, 𝜃) terdefinisi di seluruh neighborhood 𝜀 titik 𝑧0 = 𝑟0𝑒
𝑖𝜃

selain titik asal O, sedangkan derivative parsial pertama 𝑢 𝑑𝑎𝑛 𝑣 terhadap 𝑟 𝑑𝑎𝑛 𝜃
ada dan fungsi kontinu pada titik (𝑟0, 𝜃0), dan bila titik derivative parsialnya

memenuhi PCR bentuk polar maka 𝒇′(𝒛) ada.



Contoh & 
Penyelesaian

Contoh:

▪ Tunjukkan bahwa 𝑓 𝑧 = 𝑧2 memiliki turunan melalui PCR dan tentukan

turunannya

▪ Penyelesaian:

Diketahui 𝑓 𝑧 = 𝑧2 , berdasarkan rumus diperoleh bahwa 𝑓′ 𝑧 = 2𝑧 ada di

setiap titik, sehingga syarat PCR terpenuhi di setiap titk.

𝑓 𝑧 = 𝑧2 = 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑖(2𝑥𝑦)

sehingga:

𝑢 = 𝑥2 − 𝑦2 𝑢𝑥 = 2𝑥 𝑑𝑎𝑛 𝑢𝑦 = −2𝑦

𝑣 = 2𝑥𝑦 𝑣𝑥 = 2𝑦 𝑑𝑎𝑛 𝑣𝑦 = 2𝑥

Ternyata PCR terpenuhi, yaitu: 𝑢𝑥 = 𝑣𝑦 𝑑𝑎𝑛 𝑢𝑦 = −𝑣𝑥

Jadi 𝑓′ 𝑧 = 𝑢𝑥 + 𝑖𝑣𝑦 = 2𝑥 + 𝑖 2𝑦 = 2 𝑥 + 𝑖𝑦 = 2𝑧



Soal-soal
Latihan

1. Tentukan 𝑓′(𝑧) fungsi-fungsi berikut ini:

a. 𝑓 𝑧 = 𝑧3 − 3𝑧2 + 𝑧−4 + 2

b. 𝑓 𝑧 = 3𝑧2 − 2𝑧 + 7

c. 𝑓 𝑧 = (2𝑧3 − 3𝑧2 + 4)5

d. 𝑓 𝑥 =
𝑥2+2

3−𝑥2
3 − 𝑥2 ≠ 0

2. Gunakan definisi dan aturan deferensial untuk menentukan turunan dari:

a. 3𝑧2 + 4𝑖𝑧 − 5 + 𝑖 pada 𝑧 = 2 b. 3𝑧−2 pada 𝑧 = 1 + 𝑖

3. Tunjukkan bahwa 𝑓 𝑧 = ҧ𝑧 tidak deferensiabel (tidak ada) dimana-mana!

4. Tentukan 𝑓′(𝑧) bila ada pada fungsi:

a. 𝑓 𝑧 = 𝑧2 b. 𝑓 𝑧 = 𝑧 2

5. Diberikan 𝑓 𝑧 = 𝑥2 − 𝑖𝑦2, tentukan jika ada, titik-titik yang menyebabkan

fungsi itu mempunyai turunan!

6. Tentukan 𝑓′(𝑧) bentuk kutub dari 𝑓 𝑧 =
1

𝑧


