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Fungs1 Eksponensial

Fungsi eksponensial didefinisikan

expz = e =e* (cos y +isiny) expz = e? =e*cisy
Apabila z merupakan bilangan real maka: y=0 2z=x+4+i0 z=e*(cos 0+isin0)

Apabila z merupakan bilangan imajiner murnimaka: x =0 z =iy Z=cos y+isiny

sehingga dapat dikatakan bahwa: e* = e*cis y le?| = e? , y =arg(e?) e+ 0

Perhatikan: f(z) =e? =e*(cosy+isiny) =e*cosy+ie*siny

sehingga diperoleh:
U=e*cosy U,=e*cosy ,

sehingga PCR terpenuhi
V =e*siny V., =e*siny




Dari uraian diatas diperoleh:
f'(2) =Ux(x,y) +iV,(x,y) f'(z) =e*cosy+ie*siny
f'(z) = e*(cosy +isiny)
f'(z) = e”

Jadi f(z) = e? analitik terhadap seluruh bidang kompleks sehingga merupakan fungsi yang

utuh dan f’(z) = e“. Fungsi f(z) = e* merupakan fungsi periodik dengan periode 2mi
sehingga ditulis:

pZt2ml — 52




Sifat-sifat:

e?1,e%2 = %1122 (exp z,). (expz,) = exp(z; + z,)
e?1

— exp z
— eZ]_ Zy 1
eZ2

e exp(z; — zz)

(expz)"=expnz,n=12,3,... (e?)" = e(nz)

L = g2 g2kM — oZpjg (2km) = e?
w=r(cosf +isinf), w+0 z=Inr+i6

eMZ=7 z+#0

10. lnz—: = Inz; — Inz,

11. In(zy.z,) =Inz; +Inz,

12 27" =e""2 =123, ..

L )
13 zn=en"" , n=123,..

Bentuk pangkat bilangan kompleks didefinisikan sebagai z% Nilai utama dari z% yaitu: z% = e%!"?




Contoh:
1. Tunjukkan bahwa e? = e#+2m!

2. Tunjukkan bahwa |e?| = e?

Penyelesaian:

1. Pembuktian eksponensial bahwa e? = e?*2™

Untuk semua z = x — iy, maka: e?+2™ = eX*(+2m)i — oX(js (y 4 21) = e*cis y

— Xty — pZ
2. Pembuktian bahwa |e?| = e®

le?] = |e?(cosy + isiny)| = |e?||cosy +isiny| =e?. 1 =e* (terbukti)




Soal-soal Latihan

. Tunjukkan bahwa:
a. exp(2 + 3mi) = —e? 5, @FVE o g
. Tunjukkan z sehingga memenuhi persamaan:
a. e =1 b. e? = -1
. Bila z # 0, tunjukkan bahwa bila z = re'® maka:
—if

. Z=re b. exp(Inr +i0) =z

. Hitunglah nilai utama dari :

c. (—1+i)!

1
. Tunjukkan bahwa untuk k = 0, +1, £2, ... maka —1== exp[(2k + 1)i]




Formulasi e* = cosx + isinx dan e = cosx — isinx, diperoleh:
eix_e—ix eiz_e—iz

sinx = ———— Sin z :
21 21

X4 o—ix elZyp—iz
2 2

Fungsi sinus dan cosinus adalah menyeluruh sepanjang kombinasi linier e*? dan e =% adalah menyeluruh.

Derivativenya dirumuskan:

d . d .
—SIny = C0S Z dan —cosz = —sinz

dz dz

Apabila z diambil iy dengan x = 0 cosiy = coshy dan siniy =isinhy




Sifat-sifat:

sin z 1
> tanz = _ secz = COSSecz = —
COS Zz COS zZ Sin z

Dengan menggunakan aturan pendeferensialan diperoleh:

2 2

d d d d
> Etanz = sec“z Ecotz = —cossec“z Esecz = secztanz d—cossecz = —cosseczcotz

VA
Dari definisi:

: eliz—e=iz : : . .
» sinz = — diperoleh:  sinz = sinx coshy + icosx sinhy

iz —iz

» CO0SZ = QT diperoleh: cosz = cos x coshy — isinx sinhy

Untuk x = 0 maka dari dua formulasi terakhir diatas akan diperoleh:

sin(iy) =isinhy dan cos(iy) = coshy




Selain itu sinz dan cosz adalah sekawan dengan sinz dan cos z.
Fungsi sin z, cos z dan tan z adalah periodik dengan formulasi:

» sin(z + 2m) = sinz cos(z + 2m) = cosz sin(z+m) = —sinz

cos(z+m) = —cosz tan(z+m) =tanz sin Gn — Z) = C0SZ

|sin z|? = sin’x + sinh?y

|cos z|? = cos?x + sinh?y

cosh?y — sinh?y = 1 sinz + cos?z =1

sin(z; + z,) = sin z; cos z, + cos z; Sin z,

cos(z; + z,) = cos z; cos z, — sin z; sin z, sin(—z) = —sinz cos(—z) = cosz
sin(2z) = 2sinzcosz

2 2

cos(2z) = cos?z — sin?z = 2cos?z—1=1— 2sin® z

tan z;ttan z,

1+ tan? z = tan? z 1+ cot? z = cosec? z
1t+tan z, tan z,

tan(z; £ z,) =

Sinz = sinz COSZ = COSZ tanz = tanz




Apabila dari sifat diatas dikembangkan sendiri, seperti:

» sinz =0 biladanhanyabilaz =kn,k =0,+1,+2, ...

» cosz = 0 biladan hanya bila z = §+ km, k=0,+1,42, ...

— Dalam fungsi variabel kompleks nilai mutlak sinus dan cosinus tidak terbatas
— Dalam variabel real nilai mutlak sinus dan cosinus tidak melebihi 1

— Dalam variabel kompleks sinus dan cosines merupakan fungsi periodik dengan periode 21

tanz dan cot z juga periodik dengan periode




(1) Tunjukkan bahwa sin z = 0 bila dan hanya bila z = kn
(2) Tunjukkan bahwa turunan dari sin z adalah cos z

Penyelesaian:

(1) Pembuktian bahwa sin z = 0 bila dan hanya bila z = km, yaitu apabila z = km maka:

: 1 | o - :
sinz = Z(ekm—e Kty = —(coskm + isinkm — coskm + i sinkm) = sinkm = 0

. - - . @ -
sebaliknya, misalnya bahwa sin z = 0 maka: Zil,(e‘z —e™?) =0 sehingga: e = e~ ez =1

apabila dengan menggunkan logaritma, diperoleh: 2iz = 2kmi dengan k = bilangan bulat sehingga: z = km (terbukti)

(2) Turunan dari sin z adalah cos z, dengan pembuktian:

i - _ii iz __ -z _i 0 VAR ¥4 _i iz _ ,—-1z\ — .
dz(smz)—dz(zl,(e e )—Zi(le ie )—Zi(e e~ '?) = cos z (terbukti)




1. Tunjukkan bahwa:
a. sin*z+cos*z=1
b. sin(—z) = —sinz

¢. cos(iz) = coshz

d. cos(z; + z,) = cos z; cos z, — sin z; sin z,

2. Tentukan semua nilai yang memenuhi cos z = 3




