


Fungsi Eksponensial

Fungsi eksponensial didefinisikan

exp 𝑧 = 𝑒𝑧 = 𝑒𝑥 cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦 exp 𝑧 = 𝑒𝑧 = 𝑒𝑥𝑐𝑖𝑠 𝑦

Apabila z merupakan bilangan real maka: 𝑦 = 0 𝑧 = 𝑥 + 𝑖0 𝑧 = 𝑒𝑥(cos 0 + 𝑖 sin 0) 𝑧 = 𝑒𝑥

Apabila z merupakan bilangan imajiner murni maka: 𝑥 = 0 𝑧 = 𝑖𝑦 𝑧 = cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦 𝑧 = 𝑒𝑖𝑦

sehingga dapat dikatakan bahwa: 𝑒𝑧 = 𝑒𝑥𝑐𝑖𝑠 𝑦 𝑒𝑧 = 𝑒𝑧 , 𝑦 = arg(𝑒𝑧) 𝑒𝑧 ≠ 0

Perhatikan: 𝑓 𝑧 = 𝑒𝑧 = 𝑒𝑥(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦) = 𝑒𝑥 cos 𝑦 + 𝑖 𝑒𝑥 sin 𝑦

U + i V

sehingga diperoleh:

𝑈 = 𝑒𝑥 cos 𝑦 𝑈𝑥 = 𝑒𝑥 cos 𝑦 , 𝑈𝑦 = −𝑒𝑥 sin 𝑦 𝑈𝑥 = 𝑉𝑦
sehingga PCR terpenuhi

𝑉 = 𝑒𝑥 sin 𝑦 𝑉𝑥 = 𝑒𝑥 sin 𝑦 , 𝑉𝑦 = 𝑒𝑥 cos 𝑦 𝑈𝑦 = −𝑉𝑥



Lanjutan Fungsi Eksponensial

Dari uraian diatas diperoleh:

𝑓′ 𝑧 = 𝑈𝑥 𝑥, 𝑦 + 𝑖 𝑉𝑦 𝑥, 𝑦 𝑓′ 𝑧 = 𝑒𝑥 cos 𝑦 + 𝑖 𝑒𝑥 sin 𝑦

𝑓′ 𝑧 = 𝑒𝑥(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦)

𝑓′ 𝑧 = 𝑒𝑧

Jadi 𝑓 𝑧 = 𝑒𝑧 analitik terhadap seluruh bidang kompleks sehingga merupakan fungsi yang

utuh dan 𝑓′ 𝑧 = 𝑒𝑧. Fungsi 𝑓 𝑧 = 𝑒𝑧 merupakan fungsi periodik dengan periode 2𝜋𝑖

sehingga ditulis:

𝑒𝑧+2𝜋𝑖 = 𝑒𝑧



Sifat-sifat Fungsi Eksponensial

Sifat-sifat:

1. 𝑒𝑧1 . 𝑒𝑧2 = 𝑒𝑧1+𝑧2 (exp 𝑧1). 𝑒𝑥𝑝𝑧2 = exp(𝑧1 + 𝑧2)

2.
𝑒𝑧1

𝑒𝑧2
= 𝑒𝑧1−𝑧2

exp 𝑧1

exp 𝑧2
= exp(𝑧1 − 𝑧2)

3. (exp 𝑧)𝑛= exp 𝑛𝑧 , 𝑛 = 1,2,3, … (𝑒𝑧)𝑛 = 𝑒(𝑛𝑧)

4.
1

𝑒𝑧
= 𝑒−𝑧

5. 𝑒0 = 1

6. 𝑒𝑧 = 𝑒 ҧ𝑧

7. 𝑒𝑧+2𝑘𝜋𝑖 = 𝑒𝑧. 𝑒2𝑘𝜋𝑖 = 𝑒𝑧𝑐𝑖𝑠 2𝑘𝜋 = 𝑒𝑧

8. 𝑤 = 𝑒𝑧 𝑤 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) , 𝑤 ≠ 0 𝑧 = 𝑙𝑛𝑟 + 𝑖𝜃

9. 𝑒ln 𝑧 = 𝑧 , 𝑧 ≠ 0

10. 𝑙𝑛
𝑧1

𝑧2
= 𝑙𝑛𝑧1 − 𝑙𝑛𝑧2

11. ln 𝑧1. 𝑧2 = ln 𝑧1 + ln 𝑧2

12. 𝑧𝑛 = 𝑒𝑛 𝑙𝑛𝑧 , 𝑛 = 1,2,3, …

13. 𝑧
1

𝑛 = 𝑒
1

𝑛
𝑙𝑛𝑧 , 𝑛 = 1,2,3, …

Bentuk pangkat bilangan kompleks didefinisikan sebagai 𝑧𝑤 Nilai utama dari 𝑧𝑤 yaitu: 𝑧𝑤 = 𝑒𝑤𝑙𝑛𝑧



Contoh & Penyelesaian

Contoh:

1. Tunjukkan bahwa 𝑒𝑧 = 𝑒𝑧+2𝜋𝑖

2. Tunjukkan bahwa 𝑒𝑧 = 𝑒𝑧

Penyelesaian:

1. Pembuktian eksponensial bahwa 𝑒𝑧 = 𝑒𝑧+2𝜋𝑖

Untuk semua 𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑦, maka: 𝑒𝑧+2𝜋𝑖 = 𝑒𝑥+ 𝑦+2𝜋 𝑖 = 𝑒𝑥𝑐𝑖𝑠 (𝑦 + 2𝜋) = 𝑒𝑥𝑐𝑖𝑠 𝑦

= 𝑒𝑥+𝑖𝑦 = 𝑒𝑧

2. Pembuktian bahwa 𝑒𝑧 = 𝑒𝑧

𝑒𝑧 = 𝑒𝑧(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦) = 𝑒𝑧 cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦 = 𝑒𝑧 . 1 = 𝑒𝑧 (terbukti)



Soal-soal Latihan

1. Tunjukkan bahwa:

a. exp 2 ± 3𝜋𝑖 = −𝑒2 b. 𝑒𝑧+𝜋𝑖 = −𝑒𝑧

2. Tunjukkan z sehingga memenuhi persamaan:

a. 𝑒𝑧 = 1 b. 𝑒𝑧 = −1

3. Bila 𝑧 ≠ 0, tunjukkan bahwa bila 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 maka:

a. ҧ𝑧 = 𝑟𝑒−𝑖𝜃 b. exp(ln 𝑟 + 𝑖𝜃) = 𝑧

4. Hitunglah nilai utama dari :

a. 𝑖−𝑖 b. 𝑖2𝜋𝑖 c. (−1 + 𝑖)𝑖

5. Tunjukkan bahwa untuk 𝑘 = 0,±1,±2,… maka −1
1

𝜋= 𝑒𝑥𝑝 2𝑘 + 1 𝑖



Fungsi Trigonometri

Formulasi 𝑒𝑖𝑥 = cos 𝑥 + 𝑖 sin 𝑥 𝑑𝑎𝑛 𝑒−𝑖𝑥 = cos 𝑥 − 𝑖 sin 𝑥, diperoleh:

sin 𝑥 =
𝑒𝑖𝑥−𝑒−𝑖𝑥

2𝑖
sin 𝑧 =

𝑒𝑖𝑧−𝑒−𝑖𝑧

2𝑖

cos 𝑥 =
𝑒𝑖𝑥+𝑒−𝑖𝑥

2
cos 𝑧 =

𝑒𝑖𝑧+𝑒−𝑖𝑧

2

Fungsi sinus dan cosinus adalah menyeluruh sepanjang kombinasi linier 𝑒𝑖𝑧 dan 𝑒−𝑖𝑧 adalah menyeluruh.

Derivativenya dirumuskan:

𝑑

𝑑𝑧
sin 𝑦 = cos 𝑧 𝑑𝑎𝑛

𝑑

𝑑𝑧
cos 𝑧 = −sin 𝑧

Apabila z diambil iy dengan 𝑥 = 0 cos 𝑖𝑦 = cosh 𝑦 𝑑𝑎𝑛 sin 𝑖𝑦 = 𝑖 sinh𝑦



Lanjutan Fungsi Trigonometri

Sifat-sifat:

➢ tan 𝑧 =
sin 𝑧

cos 𝑧
cot 𝑧 =

cos 𝑧

sin 𝑧
sec 𝑧 =

1

cos 𝑧
cos sec 𝑧 =

1

sin 𝑧

Dengan menggunakan aturan pendeferensialan diperoleh:

➢
𝑑

𝑑𝑧
tan 𝑧 = 𝑠𝑒𝑐2𝑧

𝑑

𝑑𝑧
cot 𝑧 = − cos 𝑠𝑒𝑐2𝑧

𝑑

𝑑𝑧
sec 𝑧 = sec 𝑧 tan 𝑧

𝑑

𝑑𝑧
cos sec 𝑧 = − cos sec 𝑧 cot 𝑧

Dari definisi:

➢ sin 𝑧 =
𝑒𝑖𝑧−𝑒−𝑖𝑧

2𝑖
diperoleh: sin 𝑧 = sin 𝑥 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑦 + 𝑖 cos 𝑥 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑦

➢ cos 𝑧 =
𝑒𝑖𝑧+𝑒−𝑖𝑧

2
diperoleh: cos 𝑧 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 cosh 𝑦 − 𝑖 sin 𝑥 sinh𝑦

Untuk 𝑥 = 0 maka dari dua formulasi terakhir diatas akan diperoleh:

sin 𝑖𝑦 = 𝑖 sinh𝑦 𝑑𝑎𝑛 cos 𝑖𝑦 = cosh 𝑦



Selain itu sin 𝑧 𝑑𝑎𝑛 cos 𝑧 adalah sekawan dengan sin 𝑧 𝑑𝑎𝑛 cos 𝑧.

Fungsi sin 𝑧 , cos 𝑧 𝑑𝑎𝑛 tan 𝑧 adalah periodik dengan formulasi:

➢ sin 𝑧 + 2𝜋 = sin 𝑧 cos 𝑧 + 2𝜋 = cos 𝑧 sin 𝑧 + 𝜋 = −sin 𝑧

➢ cos 𝑧 + 𝜋 = −cos 𝑧 tan 𝑧 + 𝜋 = tan 𝑧 sin
1

2
𝜋 − 𝑧 = cos 𝑧

➢ sin 𝑧 2 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑦

➢ cos 𝑧 2 = 𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑦

➢ 𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑦 − 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑦 = 1 𝑠𝑖𝑛2𝑧 + 𝑐𝑜𝑠2𝑧 = 1

➢ sin 𝑧1 + 𝑧2 = sin 𝑧1 cos 𝑧2 + cos 𝑧1 𝑠𝑖𝑛 𝑧2

➢ cos 𝑧1 + 𝑧2 = cos 𝑧1 cos 𝑧2 − sin 𝑧1 𝑠𝑖𝑛 𝑧2 sin −𝑧 = −sin 𝑧 cos −𝑧 = cos 𝑧

➢ sin 2𝑧 = 2 sin 𝑧 cos 𝑧

➢ cos 2𝑧 = 𝑐𝑜𝑠2𝑧 − 𝑠𝑖𝑛2𝑧 = 2𝑐𝑜𝑠2 𝑧 − 1 = 1 − 2𝑠𝑖𝑛2 𝑧

➢ tan(𝑧1 ± 𝑧2) =
tan 𝑧1±tan 𝑧2

1±tan 𝑧1 tan 𝑧2
1 + 𝑡𝑎𝑛2 𝑧 = 𝑡𝑎𝑛2 𝑧 1 + 𝑐𝑜𝑡2 𝑧 = 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝑧

➢ sin 𝑧 = sin ҧ𝑧 cos 𝑧 = cos ҧ𝑧 tan 𝑧 = tan ҧ𝑧



Lanjutan Fungsi Trigonometri

Apabila dari sifat diatas dikembangkan sendiri, seperti:

➢ 𝑠𝑖𝑛 𝑧 = 0 bila dan hanya bila 𝑧 = 𝑘𝜋 , 𝑘 = 0, ±1,±2,…

➢ cos 𝑧 = 0 bila dan hanya bila 𝑧 =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 , 𝑘 = 0,±1,±2,…

– Dalam fungsi variabel kompleks nilai mutlak sinus dan cosinus tidak terbatas

– Dalam variabel real nilai mutlak sinus dan cosinus tidak melebihi 1

– Dalam variabel kompleks sinus dan cosines merupakan fungsi periodik dengan periode 2𝜋

tan 𝑧 𝑑𝑎𝑛 cot 𝑧 juga periodik dengan periode 𝜋



Contoh

(1) Tunjukkan bahwa 𝑠𝑖𝑛 𝑧 = 0 bila dan hanya bila 𝑧 = 𝑘𝜋

(2) Tunjukkan bahwa turunan dari sin 𝑧 adalah cos 𝑧

Penyelesaian:

(1) Pembuktian bahwa 𝑠𝑖𝑛 𝑧 = 0 bila dan hanya bila 𝑧 = 𝑘𝜋, yaitu apabila 𝑧 = 𝑘𝜋 maka:

sin 𝑧 =
1

2𝑖
(𝑒𝑘𝜋𝑖 − 𝑒−𝑘𝜋𝑖) =

1

2𝑖
(cos 𝑘𝜋 + 𝑖 sin 𝑘𝜋 − cos 𝑘𝜋 + 𝑖 sin 𝑘𝜋) = sin 𝑘𝜋 = 0

sebaliknya, misalnya bahwa 𝑠𝑖𝑛 𝑧 = 0 maka:
1

2𝑖
𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧 = 0 sehingga: 𝑒𝑖𝑧 = 𝑒−𝑖𝑧 𝑒2𝑖𝑧 = 1

apabila dengan menggunkan logaritma, diperoleh: 2𝑖𝑧 = 2𝑘𝜋𝑖 𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑘 = 𝑏𝑖𝑙𝑎𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑏𝑢𝑙𝑎𝑡 sehingga: 𝑧 = 𝑘𝜋 (terbukti)

(2) Turunan dari sin 𝑧 adalah cos 𝑧, dengan pembuktian:

𝑑

𝑑𝑧
(sin 𝑧) =

𝑑

𝑑𝑧
(
1

2𝑖
(𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧) =

1

2𝑖
(𝑖𝑒𝑖𝑧 − 𝑖𝑒−𝑖𝑧) =

1

2𝑖
(𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧) = cos 𝑧 (terbukti)



Soal-soal:

1. Tunjukkan bahwa:

a. 𝑠𝑖𝑛2 𝑧 + 𝑐𝑜𝑠2 𝑧 = 1

b. sin −𝑧 = −sin 𝑧

c. cos 𝑖𝑧 = cosh 𝑧

d. cos 𝑧1 + 𝑧2 = cos 𝑧1 cos 𝑧2 − sin 𝑧1 sin 𝑧2

2. Tentukan semua nilai yang memenuhi cos 𝑧 = 3


