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LINTASAN (KURVA JORDAN)

Konsep kurva datar yang dinyatakan secara parametrik sangat penting dalam integrasi kompleks. Persamaan kurva dalam

bentuk parameter, misalnya dengan persamaan kurva:

a. Persamaan parabola 𝑥 = 𝑦 dinyatakan dengan persamaan parameter 𝑥 = 𝑡 , 𝑦 = 𝑡2. Bila parameter 𝑡 dibatasi dengan

− 1 ≤ 𝑡 ≤ 2 maka diperoleh lintasan dari titik (-1, 1) sampai dengan titik (2, 4).

b. Persamaan lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 dinyatakan dengan parameter 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 , 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 dan parameter 𝑡 dibatasi

dengan 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋

Lintasan (kuva Jordan) didefinisikan:

Apabila 𝑡 peubah rel, suatu kurva dalam bidang datar disebut kurva mulus (smooth curve) bila dan hanya bila dapat

dinyatakan dengan fungsi berharga real yaitu 𝑦 = 𝑔 𝑡 , 𝑦 = ℎ(𝑡), 𝛼 ≤ 𝑡 ≤ 𝛽 sedemikian hingga

turunannya yaitu
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑔′ 𝑡 ,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= ℎ′(𝑡) ada dan kontinu dalam interval tersebut.



LINTASAN (KURVA JORDAN)

• Ada 3 pengertian dari definisi, yaitu:

a. 𝑦 = 𝑔 𝑡 𝑑𝑎𝑛 𝑦 = ℎ(𝑡) kontinu dalam interval 𝛼 ≤ 𝑡 ≤ 𝛽, karena adanya syarat bahwa turunannya:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑔′ 𝑡 𝑑𝑎𝑛

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= ℎ′(𝑡) harus 𝑎𝑑𝑎 𝑑𝑎𝑛 𝑘𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢.

b. Kekontinuan fungsi beserta turunannya menyebabkan 𝑘𝑢𝑟𝑣𝑎 𝑚𝑒𝑛𝑗𝑎𝑑𝑖 𝑚𝑢𝑙𝑢𝑠 dalam arti mempunyai garis singgung

disetiap titik.

c. Akibat dari turunannya ada maka kurva tersebut 𝑚𝑒𝑚𝑝𝑢𝑛𝑦𝑎𝑖 𝑝𝑎𝑛𝑗𝑎𝑛𝑔 yang dapat dihitung dengan rumus:

• 𝐿 = 𝑎׬
𝑏 𝑑𝑥

𝑑𝑡

2
+

𝑑𝑦

𝑑𝑡

2
. 𝑑𝑡



CONTOH

• Contoh:

• Persamaan 𝑥 = 2 cos 𝑡 , 𝑦 = 2 sin 𝑡 , 0 ≤ 𝑡 ≤
3𝜋

2
merupakan busur lingkaran dengan kurva mulus karena syarat-syaratnya terpenuhi. tentukan:

a. Lintasan yang dijelajahi yaitu titik awal dan titik akhir

b. Panjang lintasan

• Penyelesaian:

a. Lintasan yang dijelajahi yaitu titik awal dan titik akhir

• 𝑥 = 2 cos 𝑡 , 𝑦 = 2 sin 𝑡 , 0 ≤ 𝑡 ≤
3𝜋

2
merupakan kurva mulus karena syarat yang diberikan terpenuhi sehingga 𝑡 berubah dari

0 𝑠𝑎𝑚𝑎𝑝𝑎𝑖 𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛
3𝜋

2
maka lintasan dengan arah positif dari (0,2) sebagai titik awal sampai dengan (0, −2) sebagai titik akhir.

b. Panjang lintasannya yaitu: 𝐿 = ׬
0

3𝜋

2 2 𝑑𝑡 = 3𝜋



LANJUTAN LINTASAN (KURVA JORDAN)

Teori Kurva Jordan

• Kurva dengan titik awal dan titik akhir yang dihimpit merupakan kurva dengan lintasan terbuka, sedangkan bila titik awal dan titik akhir berhimpit

merupakan kurva dengan lintasa tertutup. Apabila suatu lintasan tidak memotong dirinya sendiri (kecuali mungkin titik awal dan titik akhirnya)

maka lintasan itu merupakan lintasan sederhana (simple path), tetapi bila tidak demikian merupakan lintasan ganda (multi path).

• Suatu kurva 𝐶 (tidak perlu mulus) bisa terdiri dari sejumlah berhingga kurva mulus 𝐶𝑛 sedemikian hingga titik akhir 𝐶𝑘 berhimpit dengan titik awal

𝐶𝑘+1; 𝑘 = 1,2,3, … , 𝑛 dan ditulis dengan 𝐶 = 𝐶1 + 𝐶2 +⋯+ 𝐶𝑛. Istilah yang sering dipakai untuk kurva semacam itu adalah kontinu sepotong-

potong (piecewise continuous) atau mulus sepotong-potong (piecewise smooth).

Teorema Kurva Jordan yang dikemukakan Camile Jordan (Perancis):

Bila 𝐶 lintasan tertutup sederhana pada bidang datar maka bidang tersebut terbagi oleh 𝐶 menjadi tiga bagian himpunan saling asing, yaitu:

a. Kurva 𝐶 sendiri

b. Bagian dalam (𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟) 𝐶 berupa himpunan terbuka dan terbatas

c. Bagian luar (𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟) C berupa himpunan terbuka dan tak terbatas



LANJUTAN LINTASAN (KURVA JORDAN)

• Secara luas, lintasan digunakan dalam integral kompleks karena
menggantikan fungsi integral terintegrasi yang mengacu pada kalkulus
elementer. Pada proses integrasi, dijelajahi dari titik awal ke titik akhir atau
sebaliknya, sehingga arah (orientasi) lintasan harus diterapkan terlebih
dahulu sebelum proses pengintegralan.

• Busur Jordan 𝐶 (terbuka sederhana) dikatakan mempunyai orientasi positif
bila dijelajahi dari titik awal sampai titik akhirnya, sehingga dapat diartikan
sebagai busur yang sama dengan arah berlawanan. Kurva Jordan 𝐶 (tertutup
sederhana) dikatakan mempunyai arah positif bila dijelajahi sedemikian
hingga bagian dalam 𝐶 berada disebelah kirinya.



KONTUR BILANGAN KOMPLEKS

• Suatu busur 𝐶 merupakan himpunan titik-titik 𝑧(𝑥, 𝑦) di bidang kompleks sedemikian

hingga:

𝑥 = 𝑥 𝑡 , 𝑦 = 𝑦 𝑡 , 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏

dimana 𝑥(𝑡) 𝑑𝑎𝑛 𝑦(𝑡) merupakan fungsi kontinu dari peubah real 𝑡.

• Definisi ini membentuk sebuah pemetaan dalam interval 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 ke bidang 𝑥𝑦 dan

bayangan titik-titiknya sesuai dengan urutan naiknya 𝑡, membentuk persamaan:

𝑧 𝑡 = 𝑥 𝑡 + 𝑖𝑦 𝑡 , 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏

dimana z(t) kontinu apabila x(t) dan y(t) keduanya kontinu.



LANJUTAN KONTUR BILANGAN KOMPLEKS

• Suatu fungsi kompleks 𝑧 𝑡 = 𝑥 𝑡 + 𝑖𝑦 𝑡 , 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 dikatakan dapat didiferensialkan ke peubah real 𝑡 apabila kedua

fungsi komponennya 𝑥(𝑡) 𝑑𝑎𝑛 𝑦(𝑡) dapat dideferensialkan ke 𝑡 dan derivativenya dirumuskan:

𝑧′ 𝑡 = 𝑥′ 𝑡 + 𝑖𝑦′ 𝑡 , 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏

• Suatu busur C: 𝑧 𝑡 = 𝑥 𝑡 + 𝑖𝑦 𝑡 , 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 dinamakan smooth atau licin, bila derivative:

𝑧′ 𝑡 𝑎𝑑𝑎 𝑑𝑎𝑛 𝑘𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢 dalam interval 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 dan bila 𝑧′ 𝑡 𝑡𝑎𝑘 𝑝𝑒𝑟𝑛𝑎ℎ 𝑛𝑜𝑙.

• Apabila pada titik t:

a. 𝑥′ 𝑡 = 0 maka vektor 𝑧′ 𝑡 = 𝑖𝑦′(𝑡) adalah vertikal

b. 𝑥′(𝑡) ≠ 0 maka slope dari vektor 𝑧′ 𝑡 =
𝑦′(𝑡)

𝑥′(𝑡)
adalah sama dengan slope garis singgung busur C pada titik yang

berkorespondensi dengan t yaitu
𝑑𝑦

𝑑𝑥
.



LANJUTAN KONTUR BILANGAN KOMPLEKS

• Hal ini berarti sudut inklinasi garis singgung dapat diriumuskan dengan 𝑎𝑟𝑔𝑧′(𝑡).

Selanjutnya, karena 𝑧′(𝑡) kontinu dalam interval 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 maka busur smooth

merupakan rangkaian kontinu garis-garis singgung yang panjangnya:

𝑧′(𝑡) = 𝑥′(𝑡) 2 + 𝑦′(𝑡) 2

• Panjang busur smooth di rumuskan:

𝐿 = 𝑎׬
𝑏
𝑧′(𝑡) atau 𝐿 = 𝑎׬

𝑏
𝑥′(𝑡) 2 + 𝑦′(𝑡) 2



LANJUTAN KONTUR BILANGAN KOMPLEKS

• Dalam perhitungan selanjutnya bisa diadakan pergantian parameter 𝑡 = ∅ 𝑟 , 𝑐 ≤ 𝑟 ≤ 𝑑, dimana ∅ adalah fungsi berharga real dari suatu

pemetaan dalam interval 𝑐 ≤ 𝑟 ≤ 𝑑 𝑜𝑛𝑡𝑜 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏. Dianggap bahwa ∅ beserta derivativenya kontinu dan ∅′(𝑟) > 0 untuk setiap

r, sehingga rumus panjang busur menjadi:

𝐿 = න

𝑐

𝑑

𝑧′ ∅(𝑟) ∅′ 𝑟 𝑑𝑟

• Busur C telah kita nyatakan dalam parameter yang baru r, yaitu:

𝑧 = 𝑍 𝑟 = 𝑧 ∅(𝑟) , 𝑐 ≤ 𝑟 ≤ 𝑑,

• sehingga:

𝑍′ 𝑟 = 𝑧′ ∅ 𝑟 ∅′(𝑟)

• Jadi kontur yaitu rangkaian kontinu dari berhingga banyak busur-busur smooth, panjang kontur yaitu jumlah panjangnya busur-busur smooth



INTEGRAL BERHARGA KOMPLEKS DARI FUNGSI REAL

• Fungsi 𝑓 𝑧 = 𝑈 𝑡 + 𝑖𝑉 𝑡 , 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 dengan 𝑈 𝑑𝑎𝑛 𝑉 merupakan fungsi-fungsi bernilai real yang kontinu dari peubah

real t dalam interval tertutup 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏. 𝑈 𝑑𝑎𝑛 𝑉 kontinu pada interval 𝑎, 𝑏 artinya interval 𝑎, 𝑏 terdiri atas beberapa sub

interval dengan 𝑈 𝑑𝑎𝑛 𝑉 kontinu dan mempunyai limit berhingga di kedua ujung-ujungnya maka sesuai teori integral yaitu

𝑎׬
𝑏
𝑈 𝑡 𝑑𝑡 𝑑𝑎𝑛 𝑎׬

𝑏
𝑉 𝑡 𝑑𝑡 ada, sehingga bila integral tertentu dari 𝐹 dinyatakan dengan dua integral menjadi:

න

𝑎

𝑏

𝐹 𝑡 = න

𝑎

𝑏

𝑈 𝑡 𝑑𝑡 + 𝑖 න

𝑎

𝑏

𝑉 𝑡 𝑑𝑡

• Sifat-sifat, antara lain:

1. 𝑅𝑒 𝑎׬
𝑏
𝐹(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑎׬

𝑏
𝑅𝑒 𝐹(𝑡) 𝑑𝑡 2. 𝒂׬

𝒃
𝐶𝐹 𝑡 𝑑𝑡 = 𝐶 𝑎׬

𝑏
𝐹 𝑡 𝑑𝑡 ; 𝐶 = 𝑐1 + 𝑖𝑐2 3. 𝐼𝑚 𝑎׬

𝑏
𝐹 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑎׬

𝑏
𝐼𝑚 𝐹(𝑡) 𝑑𝑡

4. 𝒂׬
𝒃
𝐹 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑎׬−

𝑏
𝐹 𝑡 𝑑𝑡 5. 𝒂׬

𝒃
𝐹 𝑡 𝑑𝑡 ≤ 𝒂׬

𝒃
𝐹(𝑡) 𝑑𝑡

6. 𝒂׬
∞
𝐹 𝑡 𝑑𝑡 ≤ 𝒂׬

∞
𝐹(𝑡) 𝑑𝑡, bila kedua integral ada

7. 𝒄ׯ
𝒅𝒛

𝒛−𝒛𝟎
= 2𝜋𝑖 8. 𝒄ׯ

𝑑𝑧

(𝑧−𝑧0)
𝑛 = 0 , 𝑛 = 2,3, …



INTEGRAL FUNGSI KOMPLEKS – INTEGRAL KONTUR

• Integral tertentu fungsi berharga kompleks 𝑓 dari peubah kompleks 𝑧 dapat diartikan sebagai nilai 𝑓(𝑧) sepanjang kontur 𝐶 yang

merentang dari 𝑧 = 𝛼 𝑠𝑎𝑚𝑝𝑎𝑖 𝑧 = 𝛽 di bidang kompleks sehingga integral kontur dapat ditulis:

න

𝐶

𝑓 𝑡 𝑑𝑡 𝑎𝑡𝑎𝑢 න

𝛼

𝛽

𝑓 𝑡 𝑑𝑡

• Apabila kontur 𝐶 dinyatakan dengan persamaan 𝑧 𝑡 = 𝑥 𝑡 + 𝑖𝑦 𝑡 dengan 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 merentang dari titik 𝑧 𝑎 = 𝛼 ke titik 𝑧 𝑏 = 𝛽
dan 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) kontinu pada 𝐶 yang mana fungsi 𝑢 𝑥 𝑡 , 𝑦(𝑡) dan 𝑓 𝑧(𝑡) kontinu dari 𝑡, sehingga dapat didefinisikan

integral kontur f sepanjang C yaitu:

න

𝐶

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑧(𝑡) 𝑧′ 𝑡 𝑑𝑡

• Bentuk 𝑓 𝑧(𝑡) 𝑧′ 𝑡 = 𝑢 𝑥 𝑡 , 𝑦(𝑡) + 𝑖𝑣 𝑥 𝑡 , 𝑦(𝑡) 𝑥′ 𝑡 + 𝑖𝑦′(𝑡) maka persamaan integral diatas dapat ditulis dalam bentuk

integral dari fungsi dengan satu peubah 𝑡:

න

𝐶

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = න

𝑎

𝑏

𝑢𝑥′ − 𝑣𝑦′ 𝑑𝑡 + 𝑖 න

𝑎

𝑏

𝑣𝑥′ + 𝑢𝑦′ 𝑑𝑡

• Sebagai catatan, karena 𝐶 kontur maka fungsi 𝑥′𝑑𝑎𝑛 𝑦′ disamping 𝑢 𝑑𝑎𝑛 𝑣 adalah kontinu sepotong-potong dari 𝑡, sehingga harga

integral dari kedua persamaan integral diatas mempunyai nilai.



LANJUTAN INTEGRAL FUNGSI KOMPLEKS – INTEGRAL KONTUR

• Bentuk integral kontur dari fungsi kompleks dengan dua peubah 𝑥 𝑑𝑎𝑛 𝑦 dirumuskan:

න

𝐶

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = න

𝐶

𝑢𝑑𝑥 − 𝑣𝑑𝑦 + 𝑖𝑣 න

𝐶

𝑣𝑑𝑥 + 𝑢𝑑𝑦

• Bentuk persamaan diatas diperoleh dengan mengganti 𝑓(𝑧) dengan 𝑢 + 𝑖𝑣 dan 𝑑𝑧 dengan 𝑑𝑥 + 𝑖𝑑𝑦.

• Terkait pengertian kontur 𝐶 dengan persamaan integral kontur 𝑓 sepanjang 𝐶 maka kontur – 𝐶 merupakan kontur yang sama

dengan arah yang berlawanan, sehingga ditulis kontur – 𝐶 mempunyai persamaan:

𝑧 = 𝑧(−𝑡) 𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 − 𝑏 ≤ 𝑡 ≤ −𝑎,

• maka:׬−𝐶 𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = 𝑏−׬
−𝑎

𝑓 𝑧(−𝑡) −𝑧′(−𝑡) 𝑑𝑡

• atau apabila diganti peubah menjadi:

• 𝐶−׬ 𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = 𝐶׬− 𝑓 𝑧 𝑑𝑧



LANJUTAN INTEGRAL FUNGSI KOMPLEKS – INTEGRAL KONTUR

• Sifat-sifat:

1. 𝑐׬ 𝑘𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = 𝑘 𝑐׬ 𝑓 𝑧 𝑑𝑧 , k = konstanta kompleks

2. 𝑐׬ 𝑓 𝑧 + 𝑔(𝑧) 𝑑𝑧 = 𝑐׬ 𝑓 𝑧 𝑑𝑧 + 𝑐׬ 𝑔 𝑧 𝑑𝑧

3. Bila 𝐶 terdiri dari kontur 𝐶1 dari 𝛼 𝑘𝑒 𝛽1 dan 𝐶2 dari 𝛽1 ke 𝛽 maka:

න

𝐶

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = න

𝐶1

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 + න

𝐶2

𝑔 𝑧 𝑑𝑧

• Sifat integral yang telah dipelajari:

න

𝐶

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 ≤ න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑧 𝑡 𝑧′(𝑡) 𝑑𝑡

•

• maka untuk setiap konstanta 𝑀 sehingga 𝑓(𝑧) ≤ 𝑀 untuk z pada kontur 𝐶 berlaku:

න

𝐶

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 ≤ 𝑀න

𝑎

𝑏

𝑧′(𝑡) 𝑑𝑡

• Apabila integral di ruas kanan dinyatakan dengan 𝐿 dari kontur maka modulus dari nilai integral 𝑓 sepanjang 𝐶 tidak melampaui 𝑀𝐿 atau:

න

𝐶

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 ≤ 𝑀𝐿



CONTOH

(1) Tunjukkan bahwa apabila 𝐶 suatu kurva mulus dari 𝑧0 ke 𝜁maka 𝑐׬ 𝑑𝑧 = 𝜁 − 𝑧0
(2) Tunjukkan bahwa apabila 𝐶 merupakan lingkaran dengan 𝑧 = 𝑧0 + 𝑟𝑒𝑖𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋, 𝑟 > 0
Penyelesaian:

(1) Apabila 𝐶 suatu kurva mulus dari 𝑧0 ke 𝜁maka 𝑐׬ 𝑑𝑧 = 𝜁 − 𝑧0
• Berarti 𝑓 𝑧 = 1 untuk semua 𝑧, sehingga 𝑓(𝜁𝑘) = 1 untuk setiap 𝜁𝑘 pada C.

• Menggunakan rumus definisi, diperoleh:

න
𝑐

𝑑𝑧 = lim
𝜇→0

෍

𝑘=1

𝑛

𝑓(𝜁𝑘)(Δ𝑧)𝑘 = lim
𝜇→0

෍

𝑘=1

𝑛

(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘 − 1)

= lim
𝜇→0

𝑧1 − 𝑧0 + 𝑧2 − 𝑧1 +⋯+ (𝜁 − 𝑧𝑛−1) = lim
𝜇→0

(𝜁 − 𝑧0) = 𝜁 − 𝑧0

(terbukti)

• Keadaan khusus, apabila 𝐶 adalah kurva mulus tertutup maka: 𝜁 = 𝑧0 dan 𝑐׬ 𝑑𝑧 = 0



(1) Apabila 𝐶 merupakan lingkaran dengan 𝑧 = 𝑧0 + 𝑟𝑒𝑖𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋, 𝑟 > 0

• Berarti:

න
𝑐

𝑑𝑧

𝑧 − 𝑧0
= 2𝜋𝑖

• maka diperoleh: 𝑑𝑧 = 𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑑𝑡 sehingga:

න
𝑐

𝑑𝑧

𝑧 − 𝑧0
= න

0

2𝜋 𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑑𝑡

𝑟𝑒𝑖𝑡
= 𝑖 න

0

2𝜋

𝑑𝑡 = 𝑖 2𝜋 − 0 = 2𝜋𝑖

(terbukti)



SOAL-SOAL LATIHAN

1. Hitunglah 𝐶׬ 𝑧2𝑑𝑧 sepanjang garis 𝑂𝐴 dari 𝑧 = 0,0 𝑘𝑒 𝑧 = (1,2)!

2. Hitunglah 𝐶׬ ҧ𝑧 𝑑𝑧 sepanjang keliling lingkaran satuan 𝑧 = 1 arah positif, dimana 𝑧 = cos 𝑡 + 𝑖 sin 𝑡!

3. Tunjukkan bahwa׬𝐶
𝑑𝑧

𝑧−𝑧0
= 2𝜋𝑖 , bila 𝐶 keliling lingkaran dengan = 𝑧0 + 𝑟𝑒𝑖𝜃 , 𝑟 > 0, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 dengan arah positif!

4. Hitunglah 𝐶׬ 𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 bila 𝑓 𝑧 = 𝑦 − 𝑥 + 6𝑖𝑥2 dan 𝐶 terdiri atas dua penggal garis dari 𝑧 = 0 𝑠𝑎𝑚𝑝𝑎𝑖 𝑧 =

𝑖 𝑑𝑎𝑛 𝑑𝑎𝑟𝑖 𝑧 = 1 + 𝑖

5. Hitunglah 𝐶׬ 𝑦 𝑑𝑧 sepanjang 𝐶 dimana 𝑥 = 𝑧 + 𝑖 𝑑𝑎𝑛 𝑦 = 𝑒𝑡 𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 0 ≤ 𝑡 ≤ 1!


