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Differentiable, Analitik, dan Entire OOOC

Integrasi Kompleks OCX

Tujuan Perkuliahan

Tujuan dari Kuliah kali ini adalah

e Menjelaskan fungsi entire, fungsi analitik, dan fungsi
differentiable

e Menjelaskan macam-macam titik singular

e Menjelaskan lintasan bebas dan lintasan yang mengelilingi
titik singular
e Pengantar Integral

Materi ini adalah pengantar ke integral kompleks
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Differentiable, Analitik, dan Entire ® OOOOO0OO00000 Integrasi Kompleks OOOOO

Sifat differentiable

O Tinjau suatu fungsi terurai : f(x + iy) = U(x,y) + iV(x,y)
@ Tinjau pula bidang-z: |z| < o
© Tinjau suatu titik zo pada bidang-z tersebut.

y

Zo

O Fungsi f(x+iy) disebut differentiable di zg = xo + iyo, jika PCR
terpenuhi di titik tersebut.
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Sifat differentiable

Contoh 1:

Tentukan apakah f(x + iy) = x2 — y2 + x + i(2xy + y)
differentiable di z = 1 + i.

Jawab:

© Periksa PCR:
Uc=2x+1;,U, = -2y; Vy=2y;V, =2x + 1

® U, = V, dan U, = —V, dengan demikian syarat PCR
terpenuhi.

©® PCR terpenuhi untuk setiap (x,y) pada bidang-z dengan
demikian f(x+iy) differentiable di setiap titik pada bidang-z
termasuk di z=1+i.
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Sifat differentiable

Contoh 2:

Tentukan apakah f(x + iy) = x?> — y? + i(xy) differentiable di
z=1+41.

Jawab:

© Periksa PCR:
U=2x,U, =2y, Vx=y,Vy=x

® Syarat U, = V, memberikan 2x=x dan U, = —V,
memberikan —2y = y

©® PCR hanya terpenuhi untuk x=0 dan y=0, jadi f(x+iy) hanya
differentiable di z = 0 + i0 dan tidak di titik lain termasuk di
z=1+1i
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Sifat differentiable
Contoh 3:

Tentukan apakah f(x + iy) = 2x2 + i(5y) differentiable di
z=1+1.

Jawab:

© Periksa PCR:
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Sifat differentiable
Contoh 4:

Tentukan apakah f(x + iy) = 2e*cos y +5 —i2e*sin y
differentiable di z = 1 + |.

Jawab:
© Periksa PCR: Uy= ..veoveeeen. Up= oo, V=
.................... Vy= rrsrssEssErEErEnnnn
[ 2 2R
© oo,
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Sifat differentiable
Contoh 4:

Tentukan apakah f(x + iy) = 2e*cos y +5 —i2e*sin y
differentiable di z = 1 + |.

Jawab:
© Periksa PCR: Uy= ..veoveeeen. Up= oo, V=
.................... Vy= rrsrssEssErEErEnnnn
[ 2 2R
© oo,
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Sifat differentiable
Contoh 5:
Tentukan apakah f(z) = Z differentiable di z = 1 + i.
Jawab:

f(z) =Z—f(x+iy)=x—ly

© Periksa PCR: U= ....oooocceceerrr, Uy= oo Vy=
.................... Vy=

(2 RO

O .
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Fungsi analitik

@ Tinjau suatu fungsi terurai : f(z) atau
f(x+iy) = U(x,y)+iV(x,y)

@ Tinjau bidang-z: |z| < oo

© Tinjau suatu daerah D pada bidang-z tersebut.

y D

O Fungsi f(x+iy) disebut analitik di D, jika f(x+iy) differentiable
pada setiap titik di D.
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Fungsi entire

@ Suatu fungsi f(z) atau f(x + iy) disebut entire jika f(z) atau
f(x+iy) tersebut differentiable pada semua titik pada bidang z.

® Dengan kata lain, fungsi entire adalah fungsi analitik pada
semua D: |z| < o0

D
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Fungsi entire

@ Pada umumnya fungsi elementer f(z) adalah entire.

Contoh: f(z) =2z ; f(z)=2z° +5 ; f(z)=sin(2)
Hz) = & ...

® Pada umumnya fungsi elementer yang melibatkan sekawan
kompleks Z tidak analitik karena itu tidak entire.

Contoh: f(z)=2z ; f(z)=z+Z ; f(z)=sin(2)
f(z) = € ...

© fungsi pecahan/rasional f(z) = PE? pada umumnya analitik

)
pada setiap daerah kecuali pada Q(z) = 0.

Q

O z yang menyebabkan Q(z) = 0 disebut titik singular.
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Titik Singular

Contoh: Tentukan titik singular dari: f(z) = Mﬁ

Jawab:
0 Q(2) = (z+1)(z +2)2
@ Nilai z yang menyebabkan Q(z) = 0 adalah : z = —1 dan
zZ=-2

© Titik singular di z = —1 disebut titik singular orde 1.
O Titik singular di z=-2 disebut titik singular orde 2.
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Titik Singular

Contoh lain: Tentukan titik singular dari:

5(z+7
f(z) = z+2(zz—|—1 ))(z 5)

Jawab:
O Q(2) =
@ Nilai z yang menyebabkan Q(z) = 0 adalah : z = - - - dan
7—...danz—---
© Titik singular di z = - - - disebut titik singular orde .... .
O Titik singular di z=........ disebut titik singular orde ..... .
O Titik singular di z=........ disebut titik singular orde ..... .
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Pengantar Integral: Lintasan pada berbagai fungsi

Tinjau tiga fungsi: Fungsi entire (misal f;(z) = 2z + 5), fungsi
analitik dengan titik singular (Misal f(z) = 1 ) dan Fungsi tidak
analitik (Misal f3(x + iy) = 2x + i5y).

Fungsi entire  Fungsi analitik dengan singular  Fungsi tidak analitik

X X
l
? ZQ KJ lQ
Lintasan /i, kb dan 3 seperti gambar. Akan dilihat bahwa Integrasi

() fi(2), £(2), f3(z) pada pada masing-masing lintasan memiliki
karakteristik berbeda.
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Integrasi Kompleks

Integrasi kompleks f(z) pada lintasan / :
/ f(z)dz
!

menyatakan penjumlahan
f(z1)Az1 + f(z2)Azo + - - - + f(zn) Azy

Dengan Az sangat kecil (N sangat besar)
z; titik tengah potongan Az;
f(z;): nilai f(z) di z titik tengah potongan Az;

Az
Az1 AZ2 (Z2>f(23)
f (21{

e

f(2n)
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Integrasi Kompleks

Teknik menghitung integrasi:

/lf(z)dz

© Tulis persamaan lintasan / dalam parameter t:
z=r(t)+is(t)

@ Turunkan z terhadap t: % = r'(t) + i s/(t)
O Atau dz =r'(t) dt + i &'(t) dt
O substitusi z = r(t) + i s(t) pada f(z2) .
(5] "
/ H(2)dz = / Fr(1) + 1 s())(7 (H)dt-+i (1))
/ ta
@ Pisahkan integrasi menjadi bagian riil dan imaginer dan
selesaikan seperti integrasi biasa.
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Integrasi Kompleks

Contoh : hitung

/(22 +5)dz
/

dengan lintasan garis lurus dari (0, 0) ke (4,2). Jawab:

© Tulis persamaan lintasan / dalam parameter t: z = 2t + i t ;
0<tL2

® Turunkan z terhadap t: % =2 +

O Ataudz=2dt+idt

(4] f, (2z +5)dz =
JE(2(2t — it) + 5)(2dt + idt)=[Z (4t + 5 — i2t)(2at + icl)

© Pisahkan kedua integral ini menjadi bagian riil dan imaginer:
[(2z +5)dz = [Z[2(4t +5) + 2t]dt + i [Z(4t + 5 — 4t)dt =
JE[0t +10]dt + i [Z 5dt =
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Integrasi Kompleks CO®OO

Integrasi Kompleks

Contoh : hitung
/(22 +5)dz
/

dengan lintasan garis lurus dari (0, 0) ke (4, 0), dilanjutkan dari
(4,0) ke (4,2). Jawab:
© Tulis persamaan lintasan / dalam parameter t, terdapat dua

potongan lintasan: z=--------- ;0<t<4dan
Z = R 4<t<6

(> Y

[ YR

(2 Y
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Integrasi Kompleks

Pertanyaan: apakah

(2z +5)dz
h

dengan lintasan /; garis lurus dari (0, 0) ke (4, 0), dilanjutkan dari
(4,0) ke (4,2).

sama hasilnya dengan:

/(22 +5)dz

b

dengan lintasan k garis lurus dari (0, 0) ke (4,2)?
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Latihan

© Apakah f(x+iy) berikut entire?
O (x+iy)=xP—y?+x+2+i2xy+y)
O f(x +iy) =2xy +i(x* - y?)
O f(x+iy)=x+y+i(xy)

@ Apakah f(z) berikut entire?

Qi(2)=2zz

0O f(z)=22+2z
O f(z) = ze*

O f(z)=tanz
0 1(2) = 5

© Hitung integral
/ zdz
I
dengan

© lintasan / garis lurus dari (0, 0) ke (2, 4)
@ lintasan /lintasanz = +t,0<t< 2
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