Definisi 7.1

o+  Suatu fungsi dari peubah acak yang teramati,
T =+%X..,X,) , yang tidak bergantung pada
parameter yang tidak diketahui, disebut statistik.

Pada definisi 1, huruf £ adalah fungsi yang
diterapkan pada X4, ..,X, untuk mendefinisikan
statistic, yang dinotasikan oleh huruf kapital T.




O
Contoh 7.1

Mhisal X4, ...,X,, menyatakan suatu sampel acak dari suatu
populasi dengan fungsi densitas peluang f,(x). Rata-rata
sampel merupakan salah satu contoh statistik yang
didefinisikan oleh fungsi f(xq,...,x,) = (x1 + -+ x,)/n
Statistik ini biasanya dinotasikan oleh :

X;
n

><|
|
i

Apabila suatu sampel acak teramati, maka nilai X dihitung
dari data yang biasanya dinotasikan oleh x. ik




¥eorema 7.1

Jika X4,...,X,, menyatakan suatu sampel acak dari
f,(x) dengan E(X) = p dan var(X) = o*, maka

EX) =p

dan
2

_. O
var(X) = —

:::::::
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Untuk menunjukkan persamaan E(X) = u ,maka akan
digunakan sifat-sifat nilai harapan sampel acak.

EX)=E (%Zn: X,;)

i=1
n
1
n
i=1

1
= —(E(Xy) + -+ E(X,))

oceanra




Dengan cara yang sama, untuk menunjukkan var(X) = "; , digunakan
sifat-sifat varians untuk sampel acak : yakni
var(Ch , a; X;) = X1, a? var(X;).

_ 1%
var(X) = var (;Z X ,v)




D
©ontoh 7.2

Fungsi £(xy, ..., x,) = [(x1 =02+ + (x, — 0)?]|/(n —
1) ketika diterapkan pada data bersesuaian dengan
varians sampel. Lebih khusus lagi hal ini dinyatakan
sebagai

2 _ (X=X
> ST oD

oceanra




¥eorema 7.2

Jika X4,..,X,, menyatakan suatu sampel acak
berukuran n dari f,(x) dengan E(X)=pu dan

var(X) = ¢4, maka

E(SZ) = g?
Dan

var (§%) = , n>1
n
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/.2 Distribusi-distribusi Pengambilan Sampel

Statistik juga merupakan suatu peubah acak, distribusi
yang bergantung pada distribusi suatu sampel acak
dengan bentuk fungsi £(x, ..., X, ). Distribusi dari suatu
statistik disebut distribusi turunan (derived distribution)
atau distribusi pengambilan sampel ( sampling
distribution).

KESIMPULAN :
Distribusi pengambilan sampel : Distribusi dari suatu statistik



/.2.1 Kombinasi Linear Peubah-peubah Normal

Teorema 7.3. Jika X;~N(u;, 0;%),i = 1, ...,n menyatakan
peubah normal bebas maka

Bukti : My (t) = My o, x,(t)

= ﬁ M, (ﬂif}
i=1

= He:{p(aﬂiit + a?t?c?/2)

i=1
n T

= exp(tZaim + t2 Z a?gfjﬁ)j



/.2.2 Distribusi Khi Kuadrat

Misal suatu distribusi Gamma khusus dengan 8 = 2 dan k = v/2.
Peubah acak Y dikatakan berdistribusi khi kuadrat (chi-square)

dengan derajat kebebasan v jika Y~GAM(2, E), dinotasikan

sebagai

Y ~ X?(v)



/.2.2 Distribusi Khi Kuadrat

S
Teorema 7.4. Jika Y ~ X?(v), maka

My(t) = (1—2t)7"/2,

r(Y
o)

E(Y)=v,

dan

Var(Y) = 2v



Bukti :
Mengingat ¥ ~ GAM(2,v/2), Sehingga untuk § = 2 dan k = v/2

N (1 — gt) % & My() = (1 — 207/,
Jika X ~ GAM(A, k) maka
E(X")=86"

Untuk 6 = 2 dan k = v/2, ekspektasi ke-r menjadi

L(v/2+47)
- v/2)

E(Y") =2

E(X } — k. Dengan demi-kian,
EY)=2v/2)=v.

var(X) = 6%k. Sehingga. untuk = 2 dan k = v/2
var(Y) = 2%(v/2)
= 4(v/2)

= 2v.



Teorema 7.5. Jika Y ~ GAM(6, k), maka Y = X ~x%(2k)

6
Bukti :
Akan digunakan teknik fungsi pembangkit momen
untuk menentukan distribusi dari Y = 2X/6.

My (t) = Myxp(t)
= Mx(2t/0)
= (1 —2t)7%/2,



Teorema 7.6. Jika Y ~ xl;,,i"'l ;1 =1,...,n adalah peubah-peubah
acak khi kuadrat yang bebas, maka

n n
V= Z Y;~x? (Z vi)
' i=1

=1



Bukti :

B Akan digunakan teknik fungsi pembangkit momen untuk menentukan distribusi dari V.
_‘ll_!r‘['lzt) = ﬂ-fz?zl Y; (t)
= (1—=2t)""/2... (1 —2¢)"vn/?
(1—2t)" > e L‘:'f?:

vang merupakan fungsi pembangkit momen dari y? (Z?:l L‘f).



S
Teorema 7.7. Jika Z ~ N(0,1), maka Z%~x2%(1)
Bukti :
My (t) = E(et)

> 1 tzz—zgg'i
e dz

T
/ V12t o—22(1=20)/2 4.
\/1—7

= (1—2t)"12

k""‘;

_—

yang merupakan fungsi pembangkit momen dari distribusi
khi kuadrat dengan derajat kebebasan satu, yakni x?(1).



Korolari 2. Jika X4, ..., X;, menyatakan suatu sampel acak dari
N(u, 0%), maka

n 2
2 (X; — u) —x2(n),

dan

n(X — w?*

o2 sz(l)




Teorema 7.8. Jika X4, ..., X;; menyatakan suatu sampel acak dari
N(u,c?), maka

1. Statistik X dan suku-suku X; — X:i=1,..,n
addalah saling bebas.
2. Statistik X dan S? saling bebas.

2
~x?(n—1).

3. Kuan’ri’ras( >
a






Distribusi student t

Pntuk sampel n ukuran n > 3, taksiran ¢? dapat
diperoleh dengan menghitung nilai S2. Bilan> |
30, maka S? memberikan taksiran ¢* yang baik
dan tidak berubah dan distribusi statistik

| X—w)/(S/v/n masih secara hampiran,
berdistribusi sama dengan peubah normal baku

Z.




Bila ukuran sampel ( n <30 ), nilai S? berubah
cukup besar dar1 sampel ke sampel dan

distribusi peubah acak (X — u)/(S/+/n) tidak
lagi distribusi normal baku.

Dalam hal in1 didapatkan distribusi statistik

yang disebut T

X —
T U

~S/yn




Distribusi sampel T di dapat dari anggapan bahwa
sampel acak berasal dari populasi normal.

_&E-w/e/Nn) _ Z
JVS? /a2 JV(n—1)

T

Dengan ,
_X-s

~o/\n

Z

Berdistribusi normal baku.,dan
(n—1)S°

V =

(72




Misalkan Z peubah acak normal baku dan V peubah
acak khi-kuadrat dengan derajat kebebasan v. Bila z
dan v bebas, maka distribusi peubah acak T, bila

Z
T =

JV /v

Diberikan oleh,

1%

o\ —(w+1)/2
h(E) = MNwv+1)/2] (1 t )

F'(v/2)\Jmv

In1 di kenal dengan nama distribusi t dengan derajat
kebebasan v




dika T~t(v), maka untuk v > 2r,

2r+1
F( NG )
E(Tzr) 2( ) ( )2
E(T’"%) =0, r=12,..;
var(T) = 1:'—L2’ 2<v

Jika X, ..., X,, menyatakan sampel acak dari N (u, %),

maka
X—u

~t(n —1).

S/\Nn




Distribusi Z dan T berbeda karena variansi T

bergantung pada ukuran sampel » dan variansi

in1 selalu lebih besar dari 1. Hanya bila ukuran I
sampel n — oo kedua distribusi menjadi sama.
Pada gambar dibawah diperlihatkan hubungan

antara distribusi normal baku (v = oo0) dan

distribusi 7 untuk derajat kebebasan 2 dan 5
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Karena distribusi ¢ setangkup terhadap rataan

nol, maka t;_, = —t,;

yaitu, nilai # yang luas sebelah kanannya 1 — a,

atau luas sebelah kirinya a, sama dengan

minus nilai 7 yang luas bagian kanannya a.




ﬁanj ang selang nilar 7 yang dapat diterima
tergantung pada bagaimana pentingnya uU.
Bila p mngin ditaksir dengan ketelitian yang
tinggi, sebaiknya digunakan selang yang

lebih pendek sepert1 —t o5 sampai tg os.




Contoh soal

Suatu pabrik bola lampu yakin bahwa bola lampunya
akan tahan menyala rata — rata selama 500 jam.
Untuk mempertahankan nilai tersebut, tiap bulan
diuj1 25 bola lampu. Bila nilai 7 yang dihitung
terletak antara —tos dan t;,s maka pengusahan
pabrik tadi akan mempertahankan kenyakinannya.
Kesimpulan apa yang seharusnya dia ambil dari
sampel dengan rataan X = 518 jam dan simpangan
baku s = 40 jam? Anggap bahwa distribusi waktu
menyala, secara hampiran, noramal.




Penyelesaian:

Dari tabel 5 diperoleh tyo05 = 1,711 untuk derajat
kebebasan 24. Jadi pengusaha tadi akan puas dengan
keyakinananya bila sampel 25 bola Ilampu
memberikan nilai t antara -1,711 dan 1.,711. Bila
memang u = 500, maka

,_518—500 _

2,25

40/N25




Suatu nilai yang cukup jauh di atas 1,711. Peluang
mendapat nilai t, dengan derajat kebebasan v = 24,
sama atau lebih besar dar1 2,25, secara hampiran
adalah 0,02. Bila u > 500, nilai t yang di hitung dari
sampel akan lebith wajar. Jadi pengusaha tali
kemungkinan besar akan menyimpilkan bahwa

produksinya lebih nbaik daripada yang diduganya

cemila




Distribusi Shedecor F
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Definisi

o Salah satu distribusi yang terpenting dalam
statistika terapan adalah distribusi F. Distribusi
probabilitas Snedecor F diturunkan dari
distribusi probabilitas normal baku melalui
distribusi khi-kuadrat. Distribusi probabilitas
Snedecor F merupakan perbandingan dua
distribusi khi-kudrat yang bebas dalam bentuk




Teorema

o Jika peubah-peubah acak dan saling bebas maka
distribusi peubah acak

2
ZVA
Va
2
ZVB
Vg

F =

o Berdistribusi Shedecor F dengan derajat kebebasan V,
dan Vg, dinotasikan F(V 4, V), dengan fungsi densitas
peluang untuk x>0

t(F)=




Buktl Teoremo

(g (s

Transformasi ini satu - satu. Memetakan
titik ke himpunan . Dengan menggunakan
teorema 6.4 diperoleh distribusi peluang
gabungan F dan W.




Lanjutan Bukti

1 v, fw \%_1 W\% _19_(%Hva%)j+1)%v’
9(f W) ={ a7 ) Ly,

2
0, lainya O<f<wlO<wWw<oo

o Distribusi F kemudian diperoleh dengan
mengambil distribusi pias.

h(f):j:g(f,w)dw

= (A) IOOOW((V +v,)/2) e VMVV}

2

(v, 4V, )/2r(‘% jf (\% j
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Teorema

o Jika X ~ F(V., Vi), maka

[VA]rF
V,
E(X") =

| 4
A tr
2

-

|

Vg >2r

(3}l
2 2
E(X)=—Ye_ 9 <V,
5 — 2
2 J—
Var(X) = 2vg (v, +2VB 2) untuk v, >4
Valvg —=2)"(vg —4)




o Persentil X ~ F(V 4, Vi), yaknif, (V.. V;)
adalah suatu nilai yang didefinisikan
sebagai




o Jika X ~F(VA, Vi), maka Y =1/X~F(V,,
V). Dengan demikian
1-y=P(X < fl—y(\/A’VB)
1
f, (Va:Ve)
1

=1-P(Y <

=P(Y >

fl—}/ (\/A ’VB )




v%_le—(%)((v"% M%

W

g(f,w)=- (Va+p )/ ZF(V% )F(V% )

2
0, lainya O< f <o0,0<W<©

\

Distribusi F kemudian diperoleh dengan
mengambil distribusi bias.




o Sehingga diperoleh

1
— £ (V..V,)
fl—)/(\/A’VB) ’ ) A
VLV )
AT V)




DISTRIBUSI BETA

Suafu variabel acak dikatakan memiliki distribusi Beta dengan parameter a dan b, jika

fungsi kepadatanya adalah

1
a-171 _ . \b-1
f() = B(a,b)x (1-x) 0<x<1 (2.18)
0 yang lain
dimana B(a, b) merupakan fungsi Beta yang didefinisikan sebagai
1
B(a,b) = fx“‘l(l —x)P 1 dx a>0b>0. (2.19)

0

Fungsi Beta dihubungkan dengan fungsi Gamma oleh



_ I(@r()

Sehingga distribusi Beta juga dapat didefinisikan oleh fungsi kepadatan
I(a+b) ., -
f(x)= {T@r®)" (1-%) A (2.21)

0 yang lainya



Mean dan variansi dar1 distribusi Beta dengan parameter a dan b masing-masing adalah

ab
(a+ b+1)(a+h)?

a
_ 7 _
|=— dan g% =
1 a+b ‘

BUKTI

Menghitung momen dar1 distribusi Beta bisa dilakukan dengan metode sebagai berikut

1

1

n — N..a-1¢1 _ b-1
EX _B(a,b)fxx (1= x)"""dx
0
1

1 (atn)-1 b-1

= B(ab) X (1= x)""dx (2.22)

0



maka ga dapat diperoleh persamaan

- Blatnd) T(etn)l(etb)
i Bo,b)  T(at b+n)(n) 4

Berdasarkan persamaan (2.22) dan persamaan (2.23), maka untuk memperoleh mean (E(X)) dan
vr(X) = E(X*) - [B(X)]* adalah dengan mensubsitusikan 1= 1 dan 1= 2 ke persamann (223),

maka



I'(a+ 1)I'(a + b)
'a+ b+ 1)I'(a)

Mean(X) = EX' =

al'(a)[(a+ b)

(¢ + b)I'(a+ b)I'(a)

a
= *
(a + b)

dan

Var(X) = E(X?) - [E(X)]?



Karena

I'(a+2)(a+ b)

BE(X) = F(a+ b+ 2)r(a)
B (a+1)al(a) I'(a+ b)
~(a+ b+ 1)(a+ b)Ir(a+ b)I'(a)
B (a+ 1a
~ (a+ b+ 1)(a+ b)Y
maka
| _ (a+1)a a 2
Var(X) = (a+ b+ 1D(a+ b) (a+ b)
(a+ 1)a a?

- (a+ b+1(a+ b) (a+ b)



_(a+ b)a*+ a)— a*(a+ b+1)

- (a+ b)2(a+ b+1)

ab
— - *
(a+ b)2(a+ b+1)




7.3 Pendekatan-Pendekatan Sampel Besar

Teorema 7.15

JikaY, ~ x?(v), maka

Y, —va
Z, = - Z~N(0,1)

N

Sebagaimana v — .

Pada teorema limit pusat, Y, merupakan suatu barisan peubah acak dan v
merupakan rata-rata serta 2v merupakan varians. Pada pendekatan-pendekatan
sampel besar nilai v — oo tidak diperhitungkan karena nilainya yang sangat besar,

sehingga yang seharusnya nilai ragamnya:

Y,~ x%(v, 2v/\/v) menjadi Y,~ x%(v,\2v)

Jadi, nilai
Y,—v PSNT _ Y-
Z,= 0T menjadi Z, = Nz

Sebagaimana v — «. Y, dikatakan memiliki distribusi normal dengan rata-rata v

dan variansi 2v.



