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Fungsi Eksponensial, Fungsi Logaritma, dan Fungsi
trigonometri

* Ringkasan Topik

Materi ini difokuskan pada definisi pemetaan dan transformasi, serta
memperkenalkan fungsi kompleks elementer tertentu beserta sifat
aljabar dan analitiknya. Materi fungsi-fungsi kompleks pada
pembahasan kali ini meliputi Fungsi eksponen, Fungsi Logaritma, dan
Fungsi trigonometri hanya dasarnya saja, sifat-sifat pemetaan fungsi-
fungsi ini akan dipelajari pada paket-paket selanjutnya. Oleh karena itu
pemahaman terhadap materi ini penting untuk ditekankan sebagai
prasyarat untuk mempelajari paket-paket selanjutnya.




Fungsi Eksponensial

Untuk bilangan kompleks z = x + iy, fungsi eksponensial
didefinisikan dengan

eZ = e*tW =e¥ (cosy + isiny)

Fungsi eksponensial merupakan fungsi seluruh, karena fungsi-fungsi
penyusunnya beserta turunannya kontinu dimana-mana dan
memenuhi persamaan Cauchy Riemann. Sehingga diperoleh

turunannya adalah
d

yA
—e
dz

= e?




Fungsi Eksponensial

Jkaz = x + iydanw = u + iv, maka
e?™W = e *Wlcos(y + v) + i sin(y + v)]

e*e"[(cos ycosv —sinysinv) 4+ i(siny cosv + cos y sin v]
= e*e"[(cos y+isiny)(cosv + isinv)

— pZpW




Fungsi Eksponensial

Sifat-sifat :
ce? +# 0
el =1

« @221 = o7 ( Fungsi periodik dengan periode 2m).

o pZpW = pZtW

e le?]| = e* dan Arge? =y + 2k mi




CONTOH

Tentukan semua z sehingga e =1 + 1.

* Penyelesaian
I n I ] [ ] n
1+i= VZ(COSZ + lSan)

Jadiz = ln\/f+(%+2kn)i.,k=0,i1,i2




Fungsli Logaritma

Pada fungsi real, fungsi logaritma merupakan invers dari fungsi

eksponensial. Sementara fungsi eksponensial kompleks tidak
mempunyai invers. Seperti terlihat dalam contoh 1, fungsi eksponensial

e’ = w, akan mempunyai tak hingga penyelesaian.
Jika z # 0, didefinisikan fungsi logaritma untuk z , sebagai
Inz=Inr+iargz dimana r = |z].




Fungsli Logaritma

Jadi untuk setiap nilai argumen akan memiliki logaritma yang berbeda. Untuk
suatu nilai In z, diperoleh

elnz Inr+iargz — elnrelargz

= e - Z.

sedangkan
In(e?) =Ine* +iarge? =x+i(y+2n) = z + 2kmi.

Dipunyai juga
In(zw) = In(|z| |w|) + i arg(zw)

= In|z| +iargz + In|lw| + iargw + 2kmi
=lnz+Inw+ 2kni
e (k bilangan bulat).




Fungsli Logaritma

Sifat-sifat :

elnZ=Inz-lnw
w

*InzP =plnz

*In(zw) =Inz+Inw

d 1
e —|lnz=-
dz Z

Perhatikan bahwa In z adalah fungsi yang berharga banyak dengan nilai tak hingga
banyaknya. Untuk k = 0 ( jadi fungsi menjadi berharga satu) didefinisikan nilai
Etama fungsi logaritma ( principal logarithm atau principal branch) , ditulis

n z,yaitu

Inz=Inr+iArgz,
dengan Arg z adalah nilai utama argumen z.




CONTOH

Tentukan logaritma dari z = 2 dan nilai utamanya.
* Penyelesaian.
Perhatikan bentuk kutub dari z = 2, yaitu

z =2 = 2(cosntk?2 + isin2km), k
sehingga

Inz = In2 + i2km, k bulat.
Nilai utamanya adalan In 2.

0,+1,%2,...




Fungsi Trigonometri

Fungsi sinus dan cosinus didefinisikan sebagai berikut :

elZ 4 o~iz | ez _ o~z . .
COSZ = Ssinz = - ,dimana z = x + iy.
2 21
Dengan mengingat kalkulus bilangan real diperoleh
Sin z COS Z 1 1
tanz = ,cotz = ——,secz = ,C0S ecz = —
COS Z sin z COS Z sin z
Sedang turunan-turunannya adalah
d _ d d 5
—C0SZ = —sSinz,—sinz = cosz,—tanz = sec“z

dz dz dz




Fungsi Trigonometri

Bagian real dan bagian imajiner dapat dicari sebagai berikut :
ei(x+iy) + e—i(x+iy) eix—y + e—ix+y

COS Z = ) — >

e Y(cos x+i sin x)+eY(cos x—i sin x)
2

(eY+e™Y)

.. (e¥—e™Y)
— COS X > — LlSINnX

= COSXCOSy —lsinxsiny

Secara sama dapat diperoleh .
SInZ =sSInxcosy —1cosxsiny




Fungsi Trigonometri

Sifat-sifat :

sin(z + 2m) = sinz,cos(z + 2mw) = cosz
|sin z|? = sin®x + sin?y, |cos z|? = cos?x + sin’y
sin® z+ cos’z =1

sin z = 0 jika dan hanya jika z = km dan cos z = 0 jika dan hanya jika
Z = E-I_ km,k =0,+1,+2, ...

sin(—z) = —sinz,cos(—z) = cosz
cos(z +w) = coszcosw — sinzsinw

sin(z +w) = sinz cosw + cos z sinw




CONTOH

Tentukan semua z sehingga sin z = 2.

* Penyelesaian.

Perhatikan bahwa

sinz = sinxcosy +icosxsiny = 2.
Sehinggasinx cosy = 2dancosxsiny = 0.

Jika Sdiny = 0O makacosy = 1sehinggasinx = 2. Halinitidak mungkin
terjadi.

Sehingga haruslah cos x = 0 sehinggasinx = latausinx =-1
Jikasinx =- 1makacosy =- 2 (tidak mungkin, inggat fungsi cosh > 0).
Jadisinx = 1, sehinggacosy = 2




CONTOH

Atau
e’ +e ™V ,
5 —
SeV+e V=4
eV —4eY+1=0
Diperoleh
4 ++12
ey = _2 =2+ \/§
Atau
y =In(2 +V3)

Dengan demikian z = (g + an) + iln(Z + \/§),k =0,+1,+2,....
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