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@ Definisi dan Klasifikasi
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Definition

Suatu persamaan yang memuat turunan atas satu atau lebih variabel
dependen terhadap satu atau lebih variabel independen disebut dengan
persamaan diferensial.

Sebagai contoh :

d’y dy\?

ay 4 0

dx2+Xy<dx> ’

d* d? :

d—;{+5d—£+3x = sint,
v v
ds ot

Pu u e

ﬁ+ Oy? + 0z2
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Klasifikasi - banyaknya variabel independen |

Berdasarkan banyaknya variabel independen, persamaan diferensial dibagi
menjadi dua jenis yaitu :
© Persamaan Diferensial Biasa (PDB)

Definition

Suatu persamaan yang memuat turunan atas satu atau lebih variabel
dependen terhadap satu variabel independen disebut dengan persamaan
diferensial biasa.

Notasi turunan yang digunakan yaitu d. Sebagai contoh,

d? dy\?
y+xy(y> _ o

dx? dx
d*x d?x )
p + BF +3x = sint,
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Klasifikasi - banyaknya variabel independen Il

@ Persamaan Diferensial Parsial (PDP)

Definition

Suatu persamaan yang memuat turunan atas satu atau lebih variabel
dependen terhadap lebih dari satu variabel independen disebut dengan
persamaan diferensial parsial.

Notasi turunan yang digunakan yaitu 0. Sebagai contoh,

v _ ov _
os ot "V
Pu e Fu

WjL dy? + 0z2

Pada perkuliahan ini, persamaan diferensial yang dibahas hanyalah
persamaan diferensial biasa. Selanjutnya akan dibahas klasifikasi PDB
berdasarkan orde dan linearitasnya.
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Klasifikasi PDB - Orde |

Definition

Orde persamaan differential adalah tingkatan turunan tertinggi pada suatu

persamaan diferensial.

Sebagai contoh,

d?y dy
Bz T <dx
d*x d?x

s g T

dy 2
— k
m<dt> +
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Klasifikasi PDB - Orde Il

Bentuk umum persamaan diferensial biasa orde-n dengan y variabel
dependen dan x variabel independen adalah

dy d?y d"y
F e =0.
[X Tdxdx2 dx”} 0

Berdasarkan orde dari suatu persamaan diferensial, PDB dibagi menjadi
dua jenis yaitu
© PDB Orde Satu
yaitu PDB dengan orde (turunan tingkat tertinggi) yang muncul pada
persamaan adalah satu.
© PDB Orde Tinggi
yaitu PDB dengan orde (turunan tingkat tertinggi) yang muncul pada
persamaan lebih dari satu.
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Klasifikasi - Linearitas |

Definition
Persamaan diferensial biasa orde-n dengan y variabel dependen dan x
variabel independen disebut linear jika dapat dinyatakan dalam bentuk

n n—1 n72

y d"ty
™ —+ai(x )d —: l—i—az(X)

dengan ap(x) # 0.

Y +.. .+an_1(x)ﬂ+an(x)y = f(x),

dxn—2 dx

ao(X)

Selanjutnya, persamaan diferensial biasa yang tidak linear disebut dengan
persamaan diferensial nonlinear, yaitu ketika muncul perkalian atas
variabel dependen dengan dirinya sendiri maupun turunannya atau muncul
fungsi transenden atas variabel dependen.
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Klasifikasi - Linearitas |l

Sebagai contoh,

3)2(}2/ + xy% = 0, nonlinear
ﬁ + 5?;;( +3x = sint, linear
m (3{)2 + k% = 0, nonlinear
3)2(}2/ +siny = 0. nonlinear

Jika dilihat dari koefisien-koefisiennya, PD linear dapat dibagi menjadi dua
jenis yaitu koefisien konstan dan koefisien variabel.
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Latihan 1.1

Tentukan jenis-jenis dari persamaan-persamaan diferensial berikut :

d
(1) —y—l—xzy:xex
dx

dy\® o2 d
(2] <y> +4—y—5—y+3y:sinx

dx dx?2 dx
d2y .
(3] 92 +ysinx =20

d
Q —y+xsiny:0
dx

Selanjutnya akan dibahas mengenai solusi PDB.
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[lustrasi

Perhatikan bahwa pada persamaan berikut

jika diturunkan maka berlaku

Y _ 0,050 = 0.2xy.
dx

d
Jadi, y = e%2* memenuhi persamaan diferensial Y 0.2xy.

. 2 . . . . .
Selanjutnya, y = €%1*" disebut solusi dari persamaan diferensial

dy
— = 0.2xy.
x 0.2xy
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Definisi solusi

Diberikan persamaan diferensial orde-n sebagai berikut

2 n
,_-[ dy dy dy]zo’

(1)

Xayvaamw“a dxn

serta fungsi f fungsi real yang terdefinisi di setiap x pada interval / dan
mempunyai turunan hingga ke-n. Persamaan y = f(x) disebut solusi dari
Persamaan (1) jika memenuhi dua syarat berikut

Q f(x),f'(x),f"(x),...,f("(x) terdefinisi di setiap x €

@ F [x,f(x), f'(x), f"(x),...,fM(x)] = 0 untuk setiap x € /.
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Contoh 1.1

Buktikan bahwa untuk setiap bilangan real x, fungsi

f(x) = 2sin x + 3 cos x

merupakan memenuhi persamaan

32}2/ +y=0.
Karena
f'(x) = 2cosx — 3sinx — f”(x) = —2sinx — 3 cos x
diperoleh

f"(x) + f(x) = (—2sinx — 3cos x) + (2sin x + 3cos x) = 0.

Jadi, f memenuhi persamaan atau y = 2sin x + 3 cos x merupakan solusi.
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Contoh 1.2

Pada dua persamaan sebelumnya, hubungan x-y dinyatakan sebagai
eksplisit y sebagai fungsi atas x. Perhatikan persamaan berikut :

x2 + y2 =4, [-2,2]

Turunan dari persamaan tersebut adalah

d » d

o) =g

2x—|—2yﬂ =0
dx
LA
Yax = '

Jadi, x?> + y? = 4 adalah solusi dari y% = —X.
Ix
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Solusi eksplisit dan Implisit

Dilihat dari cara menyatakan hubungan antara variabel dependen dan
independen, solusi dibagi menjadi dua jenis yaitu
© solusi eksplisit, yaitu solusi dimana variabel dependen dapat
dinyatakan hanya atas variabel independen dan konstanta saja,
y = f(x). Contoh solusi persamaan 1 dan 2.
@ solusi implisit yaitu solusi persamaan (1) yang dinyatakan dalam
bentuk persamaan g(x,y) = 0. Contoh solusi persamaan 3.
Jika solusi yang diperoleh merupakan solusi implisit, dapatkah solusi
implisit dinyatakan dalam bentuk solusi eksplisit?. Perhatikan persamaan
berikut :

Turunannya adalah

dy 2\—1/2 -1/2 dy
&Z_X(Ll_x) = —Xxy /Hya:—x.
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Jadi,
y = (4 — X2)1/2

merupakan solusi eksplisit dari Persamaan

dy _

de = —X.

Sementara itu, sebelumnya telah ditunjukkan bahwa x? 4 y? = 4
merupakan solusi implisit dari persamaan yang sama. Dalam merubah
solusi implisit ke dalam bentuk eksplisit, agar domain yang berlaku tetap

sama, maka perlu kehati-hatian.

X2—|—y2:4—>y2=4—x2—>y::|:(4—x2)1/2
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Grafik solusi implisit

2+ y2 =4

Figure: Solusi implisit PD y% =-x, (-2,2)
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Grafik solusi eksplisit

Figure: Solusi eksplisit Figure: Solusi eksplisit
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Solusi umum dan khusus

Perhatikan bahwa pada PD berikut

dy

- = 1 €R 2

VL ox (2)
fungsi fi(x) = e — 1, f(x) = 5e* — 1 dan f3(x) = —3e* — 1 ketiganya
memenuhi persamaan 2. Akibatnya ketiga fungsi tersebut merupakan
solusinya. Secara umum, solusi dari persamaan 2 adalah f(x) = ce* — 1
untuk semua c bilangan real.

@ Solusi yang memuat semua kemungkinan solusinya disebut dengan
solusi umum. Contoh f(x) = ce® — 1.

@ Solusi yang merujuk pada salah satu solusi umumnya disebut solusi
khusus. Contoh f(x) = e — 1, h(x) = 5e* — 1 atau
f3(x) = —3e* — 1.
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[lustrasi Solusi umum dan khusus

y=>5e"—1

Figure: Solusi umum Figure: Solusi khusus, y(0) = 4
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Latihan 1.2

@ Buktikan bahwa fungsi f(x) = x + 3e~* merupakan solusi eksplisti
d
dariPD & 1y = x4 1.
dx
@ Buktikan bahwa persamaan x3 + 3xy? = 1 merupakan solusi implisit

d
dari PD 2xyd—y + x2 + y? = 0 pada interval 0 < x < 1.
X
© Buktikan bahwa untuk sebarang konstanta real ¢ maka
f(x)=2+ ce >
adalah solusi umum dari persamaan

dy + 4xy = 8x.
dx
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Nilai awal

Pada pembahasan sebelumnya dijelaskan bahwa solusi khusus PD merujuk
pada salah satu solusinya saja, artinya pada solusi khusus tidak terdapat
parameter. Untuk mencari parameter yang berelasi dengan solusi khusus
diperlukan informasi terkait nilai solusi di salah satu atau beberapa titik.
Informasi ini yang disebut dengan nilai awal atau syarat batas.

Perhatikan contoh sebelumnya, nilai awal pada solusi khusus persamaan
diferensial % = y + 1 adalah y(0) = 4. Secara umum solusi khusus
diperoleh dengan mencari nilai parameter yang bersesuaian dengan nilai
awal.

y = ce*—-1, y(0)=4
= -1 c=5.
y = be*—1
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Contoh 1.2

Tunjukkan bahwa y = ce* merupakan solusi dari PD

b _

dx_y

selanjutnya, tentukan solusi khusus dari PD yang melewati titik (0, 3)
kemudian tentukan pula solusi khusus yang memenuhi y(1) = —2.
Jawab : Karena

d
y:cexﬁd—i/:cexzy,

akibatnya jelas bahwa y = ce* merupakan solusi dari PD. Selanjutnya,

(0,3) 23 =ce® 5 c =3 — y =3e"
Y(l):—2%—2:Ce1—>c:—23*1_>y:_2exfl
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Grafik solusi khusus

Figure: Solusi khusus untuk y(0) = 3 dan y(1) = -2
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Contoh 1.3

Diberikan x(t) = ¢ cos4t + ¢ sin 4t merupakan solusi umum dari PD

d?x
F + 16x = 0.
. . . U dx /7 .
Jika diketahui x (§> = —2dan T <§) =1, tentukan solusi khususnya.

Jawab :

4 4
X (g) = —2 — ¢y cos (;) + ¢ sin <27r> =-2—=cq=-2.

Turunan dari x adalah x/(t) = —4c; sin4t 4 4cp cos 4t.

dx /7 . [ 4r 47 1
pm (E) =1 —8sin <2> + 4¢p cos <2> =120 = 7

1
Jadi, solusi khususnya adalah x(t) = —2cos4t + 1 sin4t.
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Latihan 1.3

Diberikan PD dengan solusi umum y = ———— yaitu

1+ ce
Yy
dx ’
Tentukan solusi khusus yang memenuhi masing-masing nilai awal berikut :
@ y(0)=-3
9 y(-1)=2
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