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5.5 RESONANCE PHENOMENA

Diketahui besarnya getaran dalam kondisi setimbang yang dihasilkan dari
gaya eksternal periodik untuk setiap t didefinisikan dengan F(t) = F;coswt, dan

diasumsikan F; > 0. Untuk koefisien tentu b, 4, dan E; dari persamaan x,, =
E;
J(A2-w2)2+4b2w?

cos(wt — @), didefiniskan fungsi f atas w, yaitu

E
JZ = w?)? + 4b2w?

flw) =

Eq _E

Jikaw = 0 maka F(t) = F; dengan F; > 0, dan f(w) = NvzroTroriab

Eq
dengan = 0

Eq

JA2—w?)2+ab2w? o 0 atau f(w) - 0.

Jika w = o maka f(w) =

Fl(w) =2 ( i )
w) =—
dw \/(/12 — w2)2 + 4b2¢2

o =)
Ydw \/(/12—(02)2+4b2w2

1 3
=E, <_§ (A% — w?)? + 4b*w?) 2

X ((2(2% — w?) x —2w) + 8b2w2)>

Ey

= _ 2 _ .2 2,.2
= o Ay X (TR = o) + 8520

Jika f'(w) = 0, maka E; tidak mungkin sama dengan nol, karena merupakan
koefisien tentu.

Jadi satu-satunya kemungkinan adalah —4w (1% — w?) + 8b%w? = 0.
—4w(A? — w?) + 8b%w? =0
—4w((2* —w?) —2b%) =0
—4w = 0 atau ((A2 — w?) — 2b?) =0
w, =0 (22 = 2b?) = w,?

\/AZ — 2b2 = (1)1

Asumsikan A2 < 2b%, maka VA2 — 2b2 = w,
merupkan bilangan kompleks.



Sehingga, f tidak memiliki nilai ekstrem untuk 0 < w < co tetapi f menurun
secara monoton untuk 0 < w < oo yang nilai E;/A? ketika w = 0 dan mendekati
nol ketika w — oo.

Asumsikan bahwa A% > 2b2. Hal tersebut dikarenakan w? = A% — 2b?, sehingga
A% > 2b? yang dimana fungsi f memiliki maksimum relatif ketika w; =

VA% — 2b?, yang dinyatakan oleh

E;
flor= J@ = 0?)? + 4b2w?
Fla) = = 2
J(AZ — (VIZ=2b%)") +4b2(vAZ = 2b?)
Flon) = o
J(AZ — (12 — 2b2))" + 4b2 (2% — 2b?)
E,
flo) = J@bD2 + 4b2 (22 — 2b2)
E
flw) = =
J4b2(AZ — b2)

flw)= r—s
Ketika frekuensi fungsi usaha F;coswt , maka w = w; sehingga fungsi usaha
dikatakan beresonansi dengan sistem. Dengan kata lain, fungsi usaha yang
dinyatakan oleh F;coswt beresonansi dengan sistem ketika w = w, pada f(w)
adalah maksimum. Nilai w;/2m disebut sebagai frekuensi resonansi sistem.
Resonansi dapat terjadi jika A2 > 2b2. Karena A% > 2b?%, maka redaman harus
kurang dari nilai kritisnya.

d? d
Persamaan md—tf + ad—’; + kx = F, cos wt, dengan m, a, k, F, merupakan
koefisien fungsi.

Eq
JA2-—w2)2+4b2w? !

=2b

Karena f(w) = dengan 4> = — E; =

3 |-

k a
m "m

Diperoleh,



Fy
m

k 2 a\?
Y- ) + (3o
Sehingga, didapat frekuensi resonansi asli yaitu

2, dengan w; = V2% —2b?

f(w) =

VAZ-2b?

2’

dengan A% = = 2b maka - = 2b?
2m

3=

a
"m

Diperoleh,

1 |k a?
2mm 2m?

Karena frekuensi yang bebas, osilasi teredamnya yaitu

%, dengan w; = VA2 — b2

1 — 2
25" dengan A2 = £, £ = 2 maka - = b?
21 m am

3=

Diperoleh,

1 |k a?

2 m  4m?

Sehingga, frekuensi resonansi lebih kecil dari osilasi teredam pada frekuensi yang
bebas.

Grafik f(w) disebut sebagai kurva resonansi sistem. Untuk m, k, F; bernilai tetap,
maka hubungan kurva resonansi untuk setiap nilai redaman a > 0. Grafik kurva
resonansi yang sesuai dengan nilai tertentu yang dipilih dari a.

Misalkanm = k= F; =1

Sehingga,

f(w) = L
K

f(w) =

V(A — w?)? + a2w?
dan frekuensi resonansi menjadi

‘2"—; , dengan w; = VA2 — 2b2



2

m, dengan A% = E, 2 = 2b maka — ; = 2b*
- m m 2m
1 |k a

2 |m  2m?

Sehingga,

Grafik resonansi terlihat pada Gambar 5.10

Kemungkinan yang terjadi, a = V2 dana = 0

1%y
> =
aZ

1—7:0

a2

2 =1

a=+2

Ketika a = 0, maka nilai w; = |1 —a?z =1
Ketika a = /2, maka nilai w; = |1 _Z_)

2

Jika a < v/2, maka a mengalami penurunan dari v2 sampai 0, sedangkan nilai w,
dalam resonansi mengalami kenaikan dari 0 sampai 1 dan hubungan nilai
maksimum f(w) menjadi sangat besar. Ketika a = 0, maka solusinya menjadi

1 1

f(w)=\/m=1_w2




a=025

Figure 5.10

Dan f (1) tidak dapat ditentukan. Membatasi kasus ini adalah contoh dari
resonansi tidak terkendali atau bisa disebut dengan tidak teredam, kemudian kita
akan membahas mengenai fenomena tersebut.

Resonansi tidak teredam terjadi ketika tidak ada redaman dan frekuensi gaya yang
terlihat sama dengan frekuensi asli dari sistem.

w= T

w 1 |k

2 2w m
Hal tersebut terjadi dikarenakan dalam kasus ini a = 0 dan frekuensinya % yang

mana sama dengan frekuensi asli yaitu i \/% persamaan diferensial (5.50)

menjadi :



Dengana =0

d?x k
mm+kx = Fjcos Et

Bagi kedua ruas dengan m, didapatkan

d*x k F k
—— t+—x= —cos |[—t
dtz2  m m m

Dimana nilai E; = % didapatkan

Solusi komplementer dari persaman (5.70) adalah

d*x | k k
Tt x= Elcos\/%t Q)

Bentuk parametrik dari persamaan (1) adalah

x. = ¢, e%sin

S| =
S| =

t + c,e%os

k
X. = ¢;Sin |—t + ¢, cos t
¢ m

3=

ol

(5.71)



Kita tidak dapat menuliskan solusi khususnya menjadi

. k k
xp=Asm —t+ Bcos [—t
m m

Tetapi dapat dituliskan menjadi :

xp=Atsin\/%t+Btcos\/§t ............................................. (1)

Hal tersebut dikarenakan sin /% t dan cos /% t merupakan fungsi dalam t sehingga
c; dan c, dapat diganti dengan At dan Bt

Turunkan persamaan (1) sebanyak dua kali

|k k

xp=Atsm Et+Btcos at
"= d At si kt + d Bt kt
X, = T sin — Tt cos —

d < ’k ’k . k >
+ — B cos —t | — |—tsin —t
dt m m m
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k k k k k k
Al 2 |[—cos| |—t||—2B —sm —t | — Ejcos |—t | — At —sin |—t
m m m m m m

\/

k |k k k k k
+ At —sin |—t — Bt— cos [—t+ Bt— cos |—t =0
m m m m m m
k k k k k
2A |— cos |—t—2B |— sin |—t — E;cos |—t =0
m m m m m
ZA\/E cos\/gt—ZB\/E sin\/£t=Elcos e, (2)
m m m m m

Sehingga,

2A\/£=E1 dan-2B=0
m
A== \/E dan B =0

2 k
Kemudian subtitusikan nilai A dan B ke dalam persamaan x, = At sin\/%t +
Bt cos\/zt

m
Maka, diperoleh x,, = =2 \/Et sin\/Et
2 k m

Sehingga solusimya adalah

X=X+ X

= (clsin\/%t+czcos\gt> + <% ﬁtsin\/%t)
=<clcos<90°+\/§>+czcos\/7> < It51nf>
x=ccos<\/§t+®>+%\/%tsin %t ............................. 3)

Dalam persamaan 3 akan selalu mengalami penambahan amplitude sebesar

(E;{/2){/m/k t seiring bertambahnya t. Ketika t — oo osilasi akan menjadi tak
terbatas.

Grafik yang dapat terbentuk dari nilai x, = % \/%t sin\/% t , dapat dilihat pada
Gambar 5.11.
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Figure 5.11

Contoh 5.6

Berat 64-1b melekat pada ujung bawah pegas koil yang dari langit-langit, konstanta
pegas menjadi 18 Ib / ft. Berat awal untuk kembali dalam posisi setimbang. Ditarik
ke bawah 6 in. Setimbang dan dilepaskan pada saat t = 0. Diketahui gaya eksternal
yang diberikan F(t) = 3coswt bekerja pada sistem.

1. Dengan asumsi gaya redaman dalam pound secara numerik sama dengan 4 (%)
di mana kecepatan sesaat dalam kaki per detik, tentukan frekuensi resonansi
gerak yang dihasilkan.

2. Dengan anggapan tidak ada redaman, tentukan nilai w yang menimbulkan
resonansi tak teredam (tidak terkendali).

Solusi:

Diketahui m = g = 2 = 2 (slugs), k = 18,dan F(t) = 3coswt

Bentuk persamaan diferensialnya adalah

x 0%k = F cos wt
moz+ta—+kx=Fcosw
d*x dx

ZW-I_ aE+ 18x = 3coswt



dimana a adalah koefisien redaman.
Padatahap 1, a = 4
Sehingga,

d?x

dx
2 d_tz + 4d— + 18x = 3coswt

1 |k 1/a?
27Tm2

1 |18 1(16) 1 7 ~ 042 (cycleS)
2w | 2 2\4 21 ~ sec

Frekuensi resonansi

Resonansi terjadi ketika V7 ~ 2,65
Padatahap 2,a = 0

Sehingga,
F.
mﬁ+ a—+ kx = F, coswt, E; = El
d2
=t 9x = —cosa)t ..................... 1)

Bentuk prametriknya

h? = -9
h=+3V-1
h, = 3i
h, = =3i

Solusi komplementernya
x, = c;e%sin3t + c,e%os3t
X = €18in3t + c,c083t

Dimana kondisi awal x(0) = % x'(0)=0

X, = > cos3t

Resonansi tidak terkendali terjadi ketika frekuensi w/2m yang sama dengan
frekuensi asli.

Akibatnya w = 3 menimbulkan resonansi tak terkendali, maka



d?x 3
— 4+ 9x = =cos3t

dt? 2
w 3
2 27

Sehingga, frekuensi aslinya adalah 3 /2w

d2x+ =F t
prY) mx— 1 COS W
d’x 18 3
F+7x = Ecos 3t
d2x+9 —3 3t
TS x—zcos

X, = ¢1Sin3t + c,co0s3t
xp = Atsin3t + Btcos3t
x;, = A((sin3t) + 3tcos3t) + B((cos3t) — 3tsin3t)
xy = A((2.3. cos3t) — 9tsin3t) + B((—2.3.sin3t) — 9tcos3t)
Substitusi ke persamaan awal

d2x+9 _3 3t
a2 X = oS

(A((2.3. cos3t) — 9tsin3t) + B((—2.3.sin3t) — 9tcosst))
3
+ 9(Atsin3t + Btcos3t) = Ecos 3t

6Acos3t — 6Bsin3t — 9Atsin3t + 9Atsin3t — 9Btcos3t + 9Btcos3t

= =cos 3t
5 Cos

Sehingga, 6Acos3t — 6Bsin3t = %cos 3t

6A =§, maka A = =
2 4

Atau
—6B=0,makaB =0

1
Xp = 7 tsin3t
Solusinya adalah

X =X+ Xp



1
X = EcosSt + ZtsinSt
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