FMIPA UNY Nikenasih Binatari

MODUL 3
BENTUK KANONIK

Tujuan :

1. Mahasiswa dapat menentukan bentuk kanonik dari PDP Orde Dua.

1 PDP Orde 2

Sesuai namanya, PDP Orde Dua paling tinggi memuat turunan tingkat dua dalam
persamaan. Pada materi ini, hanya akan dikaji mengenai PDP Orde Dua Linear untuk
dua variabel.

a(x,y)uxx + b(x,y)uxy + c(x,y)uyy = d(x,y, u, uy, uy) @)

Persamaan diferensial karakteristik untuk Persamaan Diferensial 1 adalah

d_y_ b+ +vVb?—4ac

dx 2a )

2 Transformasi

Perhatikan kembali transformasi koordinat (x,y) — (&, #) dimana ¢ dan 5 keduanya
nilainya bergantung atas x dan y. Jika didefinisikan

N gy}
=[5 ®

sebagai matriks Jacobian, maka agar transformasi mempunyai bersifat satu-satu dan
mempunyai invers, det | # 0.
Pada turunan pertama didapatkan

Uy = Ugly + Uylx, Uy = Uy + Uyny 4
Selanjutnya untuk turunan kedua didapatkan
Uxx = Ugg (&) + 20y Cxtx + Uy (72)* + UeGxx + Uplxx

2 2
uyy = ugg (8y)" + 2ugyCyty + gy (1y)” + g8y + 1uy7yy ()
Uxy = uggéx(:y + Ugy (‘:xﬂy + Cy’?x) + Uy Mty + uggxy + UyTxy
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3 PD Baru

Substitusikan Persamaan-persamaan 4 dan 5 kedalam Persamaan 1, maka diperoleh
PD dalam koordinat baru sebagai berikut :

A(E,1)uge + B(E, n)ugy + C(&,n)uyy = E(&, 1, u,uy, ug) (6)

dengan

A(Z,m) = A(Ex)* + BE:Ey + C(&y)?
B(Z, 1) = 2Axnx + B(@xﬂy + Cyﬂx) +2C¢&yny (7)
C(&1) = A(nx)* + Brxngy + C(1y)?

Lebih lanjut lagi, perhatikan bahwa determinan dari PD dalam koordinat yang baru
adalah ) B
B? —4AC = (B* — 4AC) (nx&y — myx)* (8)

4 Bentuk Kanonik PD Hiperbolik

Untuk PD hiperbolik, nilai diskriminan bernilai positif. Misalkan persamaan karakte-
ristik dari PD hiperbolik adalah y, = —A; dan y, = —A,, dengan solusinya adalah

(e y) = c1dan fo(x,y) = ca,

Dari solusi tersebut, jika dipilih koordinat yang baru ¢ = fi(x,y) dan 1 = f2(x,y)
maka diperoleh bahwa

a6 _ 9, dyds |, _ 9%, dyd
dx Jdx dxody ox dxay
Cx = Aléy 9
Dengan cara yang sama diperoleh
dy _dn  dyon _ 9 dyon
dx_8x+dx8y ~ 0_8x+dx8y
Nx = /\277y (10)

Substitusikan 9 pada 7 maka diperoleh
A(Em) = (AAT+BM +0))
sementara substitusi 11 pada 7 diperoleh

C(&n) = (AA5+BAy+ CO)rpy.
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Akibatnya jika dipilih A1 dan A, adalah akar-akar dari persamaan kuadrat
AN 4+BA+C=0

maka diperoleh A = 0 dan C = 0. Darisini diperoleh bahwa bentuk kanonik untuk
PD hiperbolik dapat dinyatakan sebagai berikut :

Ugy = E(ﬂ, G, u, uy, ug)

5 Bentuk Kanonik PD Parabolik

Karena diskriminan bernilai 0, maka hanya terdapat satu persamaan karakteristik
yaitu

d

dy _

dx

Jika f(x,y) = c adalah solusi dari persamaan diferensial karakteristiknya maka dipi-
lih koordinat yang baru adalah # = x dan ¢ = f(x,y). Darisini diperoleh bahwa

nx =1, 7, =0, dan ¢y = A, 11D

Substitusikan 11 pada persamaan 7 maka diperoleh bahwa A = 0. Kemudian karena
A = 0 dan diskriminan dari PD 1 bernilai nol, maka dari Persamaan 8 diperoleh
B = 0. Jadi, bentuk kanonik dari PD parabolik adalah

Uyy = cf(;y, c,u, uﬁ,ug)

Contoh 1 : Tentukan solusi dari PD berikut:
3uxx + 10l/lxy + 3uyy — O

Jawab :

1. Persamaan kuadrat yang bersesuaian

3A2+10A +3 =0,
(BA+1)(A+3) =0,
B3A+1=0 atau A+3=0,

jadi, solusinya adalah A1 = —% dan A, = —3.
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2. Persamaan Karakteristik

dy 1 dy
E—g dan 5—3

Solusinya adalah y — %x =c; dany —3x = cp.
3. Pilih koordinat baru ¢ = y — fx dan 5 = y — 3x. Darisini diperoleh

1

sz—g, 77x:_3

éy — 1, Uy — 1.
4. Transformasi PDP dalam koordinat (x,y) menjadi koordinat (¢, 7).
1
Uy = _§u5 — 3uy.

1
Uxx = Gl + 2ugy + Ity

1 10
Uyy = —glgg = 5 Uxy = Sllyy
Uy = g + Uy

Uyy = Ugg + 2ugy + Uy

5. Substitusi pada PDP diperoleh solusi umum

ugp =0 — u(gn) = F(&)+G(y)
u(x,y) =F(y — %x) + G(y — 3x).

Contoh 2 : Tentukan solusi dari PD berikut:
Unx + 2uxy + 11y =0, u=u(x,y)

Jawab :

1. Persamaan kuadrat yang bersesuaian adalah
A2 +20+1=0.

Jadi solusinya adalah A = —1.
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2. Persamaan karakteristiknya adalah

dy
ﬂ_l'

Jadi, solusi karakteristiknya adalah y — x = c.

3. Dipilih transformasi koordinat { =y — x dan 7 = x.

4. Transformasi PDP dalam (x, y) menjadi (&, ).

Uy = Ugg — 2Ugy + Uy
Uxy = —Uge + Ugy

Uyy = Ugg-
5. Substitusikan pada PDP maka diperoleh
ugy =0 — uy,=F(@) — u=nyF()+G(¢)

Jadi, solusi umum dari PDP adalah u(x,y) = xF(y — x) + G(y — x).
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1. Langkah-langkah mencari solusi PDP Linear Orde 2 Hiperbolik adalah

(a) Tentukan persamaan kuadrat yang bersesuaian
AN +BA+C=0.

Misalkan solusinya adalah A; dan A,.

(b) Tentukan solusi dari Persamaan Karakteristik

Misalkan solusinya adalah f(x,y) = c¢; dan g(x,y) = c».
(c) Pilih koordinat baru ¢ = f(x,y) dan y = g(x,y).

(d) Transformasi PDP dalam koordinat (x,y) menjadi koordinat
(¢,17). Bentuk PDP baru adalah

Ugy = ﬁ(n, G 1, Uy, Ug)
Selesaikan.
2. Langkah-langkah mencari solusi PDP Linear Orde 2 Parabolik adalah

(a) Tentukan persamaan kuadrat yang bersesuaian
AA?+BA+C =0.

Misalkan solusinya adalah A

(b) Tentukan solusi dari Persamaan Karakteristik

dy
=A

Misalkan solusinya adalah f(x,y) = c.
(c) Pilih koordinat baru ¢ = f(x,y) dan = x.

(d) Transformasi PDP dalam koordinat (x,y) menjadi koordinat
(&, 7). Bentuk PDP baru adalah

Uyy = E(;y, G, u, y, ug)

Selesaikan.
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Latihan

1. Tentukan solusi umum dari PDP berikut

Uyy — Bty +2uyy =0, u=u(x,y).
2. Tentukan solusi umum dari PDP berikut

U — gy = 0,1 = u(x,t).

3. Tentukan solusi umum dari PD berikut :

Uy + 4ty +4uyy, =0, u=u(xy).
4. Tentukan solusi umum dari Persamaan panas berikut :

ur = kuyy, u=u(xt).
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