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Overview

@ Penurunan Model Persamaan Gelombang 1D

© Solusi Umum Persamaan Gelombang
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Model Persamaan Gelombang

Misalkan akan dimodelkan gelombang transversal, pergerakan partikel
hanya terjadi secara vertikal saja, yang terjadi pada tali elastis dengan

amplitudo kecil.
Notasi-notasi yang digunakan adalah

u(x, t) = perpindahan tali secara vertikal pada posisi x dan waktu t

O(x, t) = sudut yang dibentuk oleh tali dan garis horisontal pada posisi x
dan waktu t

T(x, t) = tegangan tali pada posisi x dan waktu t

p(x) = densitas massa tali pada posisi x

Akan dicari persamaan untuk v sebagai fungsi atas variabel independen x
dan t. Model diperoleh dari Hukum Newton terkait gaya-gaya yang

bekerja pada tali.
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[lustrasi

Berikut ilustrasi gaya yang bekerja pada bagian kecil tali.

T(x+ Ax,t)
A O(x + Ax,t)

As Au
'. Oz, t)
Ax

T (x,t) u(x, t)

&I

Gambar 1: Tegangan pada ujung partisi
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Gaya-gaya yang bekerja |

Gaya-gaya yang bekerja di sepanjang bagian kecil dari tali tersebut adalah

© Tegangan akibat tarikan ke kanan pada sudut 6(x + Ax, t) sebesar
T(x + Ax, t) di atas garis horisontal.

T(x+Ax,1)sinf(x+Ax,1)

T(x+ Ax,t)

A(x +Ax.1)

T(x+Ax.1) cos@(x+3x,r)

X+ Ax

Gambar 2: Tegangan di posisi x + Ax
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Gaya-gaya yang bekerja Il

@ Tegangan akibat tarikan ke kiri pada sudut 6(x, t) sebesar T(x, t) di
bawah garis horisontal.

T(x.1) cosO(x.1) O(x.1)

O(x.1)
T(x,0) sinG(xJ)‘

T(x.1)

Gambar 3: Tegangan di posisi x

© Gaya-gaya eksternal lain yang bekerja di sepanjang Ax misalkan gaya
gravitasi dan lain-lain. Notasikan, total gaya eksternal lain di
sepanjang bagian tersebut adalah F(x, t)Ax
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Hukum Newton Il - |

Karena diasumsikan gerak partikel hanya terjadi secara vertikal saja, maka
Menurut Hukum Newton

@ secara vertikal, > Fv =m- a

@ secara horisontal, Y Fh =0
dengan

0%u 0%u(x, t)
m = p(x) - As dan a= o
= p(x)V Ax2 + Au?

Dilihat dari penjabaran gaya-gaya yang bekerja pada slide sebelumnya
pada arah vertikal berlaku

T(x + Ax, t)sinf(x + Ax, t) — T(x, t)sin0(x, t) + F(x)Ax =

2
p(x)1 /Ax2 + Au? - M

ot?
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Hukum Newton Il - I

Bagi kedua ruas dengan Ax maka diperoleh

T(x + Ax, t)sin(x + ﬁi, t) = T(x, t)sinb(x,t) Fx) =

Auv? J%u(x,t)
Ax? ot?

Akibatnya untuk Ax — 0 berlaku

u\? 92u(x X, t)sin0(x
()1 /1+ (g){) 0 8(tz,t) _oT1( ,t)ax o( ’t)+F(x)
90(x, t) n

= Tyx(x,t)sinO(x,t) + T(x,t)cosb(x, t)T F(x). (1)

Perhatikan bahwa pada Persamaan 1 masih terdapat variabel 6. Jadi,
selanjutnya akan dicari pendekatan nilai # dalam w.
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Hukum Newton Il - Il

Perhatikan kembali Gambar 1. Untuk Ax sangat kecil, berlaku

tanfx. 1) = Jim A% = ox

sehingga turunan kedua v terhadap x adalah

0%u 5 00(x, t)
ﬁ = (1 + tan G(X, t)) 8X

akibatnya menurut Teorema Phytagoras diperoleh nilai sin 6 dan cos 6
sebagai berikut :

[61:)2 ou
1+ — —
ax ox

O(x,1)
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Hukum Newton Il - [V

sinf(x,t) = —2% cosf(x,t) =

Di awal diasumsikan bahwa amplitudo gelombang sangat kecil, sehingga
|ux| << 1. Akibatnya dengan menggunakan pendekatan

8 2
(u) ~0
Ox
diperoleh

00(x,t)  d%u(x,t)
ox  ox2

sinf(x,t) =

gz, cosf(x,t) =1,
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Hukum Newton Il - V

Substitusikan ke Persamaan 1 maka diperoleh persamaan pada arah
vertikal adalah
0%u(x, t)
ot?

0%u(x, t)
Ox?

Selanjutnya dengan menggunakan cara yang sama, pada arah horisontal
berlaku

p(x) = Tx(x, t)% + T(x,t) + F(x). (2)

T(x + Ax,t)cosO(x + Ax,t) — T(x,t)cosf(x,t) =0. (3)

Bagi kedua ruas dengan Ax dan untuk Ax — 0 maka Persamaan 3
menjadi

OT(x,t)cosb(x,t)
0x

Ti(x,t)cosB(x,t) — T(x,t)sinb(x, t)gz =0. (5)

=0 *)
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Hukum Newton Il - VI

Dengan mensubstitusikan nilai-nilai cos @, sin 6 dan % yang telah diperoleh
sebelumnya, maka didapatkan

ou
Ox Ox2

Misalkan bentuk nonlinear didekati dengan nol, maka diperoleh persamaan
untuk arah horisontal

Te(x,t) — T(x,t) =0.

T«(x,t) =0. (6)

Dengan menggabungkan persamaan bertikal dan horisontal, persamaan
untuk gelombang transfersal dengan amplitudo sangat kecil yang
didapatkan adalah

2U X 2U X
o) 2D e PU D
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Hukum Newton Il - VII

Pada kasus dimana tidak ada gaya eksternal yang bekerja, F(x) =0,
densitas dan tegangan tali bernilai konstan, dimisalkan c2 =T maka
Persamaan Gelombang 1D yang terbentuk adalah

0z a0
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Solusi Umum Persamaan Gelombang - |

Pada bagian ini akan dicari solusi umum persamaan gelombang dengan
menggunakan transformasi koordinat sehingga diperoleh bentuk kanonik
dari persamaan.

Dimisalkan A=1,B = 0 dan C = —c? dengan ¢ > 0, maka diskriminan
dari persamaan gelombang adalah

D = B? —4AC =0 — 4(1)(—c?) = 4c® > 0.

Jadi, persamaan gelombang merupakan persamaan hiperbolik. Persamaan
kuadrat yang bersesuaian dengan persamaan tersebut adalah

AN —c?2=0.

Darisini diperoleh akar-akar persamaan kuadratnya adalah A\; = ¢ dan
)\2 = —C.
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Solusi Umum Persamaan Gelombang - I

Akibatnya, persamaan karakteristik yang terbentuk adalah

B
dt_ C an dt—C,

dengan solusi karakteristiknya adalah

xX+ct=c dan x—ct= o.

Dipilih £ = x 4 ct dan n = x — ct. Dengan pemilihan ini diketahui bahwa

E&x=1 §e=c
Nx =1 Nt = —cC
Akibatnya,
Ux = Ugx + UpT)x, dan  ug = uelt + upne
= ug + uy, = Clg — Cly
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Solusi Umum Persamaan Gelombang - Il

Turunan keduanya yaitu

Uxx = U§§€x + UgpMx + Unﬁgx + UnpnTix
= Uge + 2Ugy + Uy

U = C(uﬁégt + uénnt) - C(unigt + U777777t)
=c? Uge — 2¢2 Ugy + c? Uny

Substitusikan pada PD diperoleh

c2u§5 — 2c2u§77 + c2u,777 —c? (uge + 2ugy + upy) =0

—4c2u577 =0
Ugn = 0.
ug = F(§)
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Solusi Umum Persamaan Gelombang - 1V

Jadi, solusinya adalah

u(€,n) = F(§) + G(n)

atau
u(x, t) = F(x+ct) + G(x — ct).
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The End
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