BAB V
ATOM HIDROGEN

A. Postulat Bohr Tentang Atom Hidrogen

Pemecahan Persamaan Radial

Persamaan radial yang brekaitan dengan persamaan gelombang Schrodinger

untuk atom hidrogen:

1d dR 2m L(1+1)

r—zg(rza)-l‘(h—zo{E—V(T)}— 2 )R(T’) =0 (1)

Dengan fungsi potensial:

V) = =2 harga £ = 0, +1, +2, +3 2
r)= pr argat =0,x1,x2,x5,...... (2)

Analisis tentang pemecahan persamaan radial diatas memberikan hasil sebagai

dibawah ini:

1) Ada solusi dapat dipergunakan ditetapkan suatu tetapan baru n yang bernilai:

n=F+1),#+2),#+3),.... 3)
2) Bentuk solusi persamaan radial termaksud diatas:
Zr Zr Zr
Rne(e 7= () Gy G, (@)

4megh?
Dengan a, = ——, sedangkan:
mgpe

Gn,g(i—z) adalah suatu polinon dalam (E) dengan harga ndan¥ yang

No
berbeda.
3) Harga energi:

moZ?e*
(4megy)?2h2n2 '

E, = n=1234,.... (5)

Rumus energi:

E,, untuk sistem sistem atom hidrogen yang diperoleh dengan menerapkan metode
Shcrodinger ternyata tetap sama. Dengan hasil diperoleh dengan mempergunakan

Postulat Bohr.



Rumus energi termaksud, sebagaimana juga rumus tingkat energi menurut
Bohr, dapat menerapkan dengan jelas harga-harga panjang gelombang yang
dipancarkan oleh atom-atom hidrogen. Oleh karena itu untuk kesesuaian antara
pengamatan dan perhitungan berdasarkan teori sangat memperkuat keyakinan orang
tentang keampuhan metode schrodinger dalam penelaahan sistem-sistem fisika

tingkat atom dan sub atom.

Tabel 1. Persamaan Radial untuk Sistem Atom Hidrogen

N ¢ Ry pE(%)
1 0 I
Rlo(r)—Z(a> 2
0
2 0 JI
Rzo(r)—T( ) 2 -p)e
3
1 Z 2 P
R21(7”) 2\/—<a0>
3 0
1 /7
Ryo(r) = —(— (6—6p+p2>e‘%
4+/3 \ay
1 3
7\2 p
Rau(r) =~ v‘<_> p(4—p)e?
3
2 1 (Z\Z , o
R32(T):ﬁ(a_0) p-e 2
4 0 1/ 7\2
R40(r)—%( > (24 —36p + 12p? + p3)e” 5
1 3
1 [Z\2
Rt (r) = (5) @0-10p+pes
3215 \ayg
3
2 7 p
Ria(r) = v‘(a(,) (6 p)p?e™s

3
2

Rua(r) = ——= (=) pe™s
r) = — e
* 9615 \ap/ *

Perlu diperhatikan beberapa hal dibawah ini dalam menggunakan tabel, antara lain:



1. pdibataskan sebagaip = 227, Jalam tabel tersebut perlu diingat bahwa p dalam

= nay'
basis yang berbeda mungkin tidak sama karena harga n yang berlainan.

4meoh?
2. ao == 2

= 0,529°A adalah jejari baru Bohr

mye?

3. Fungsi-fungsi normaliasasi, artinya:

[ [Rne()12r2dr = 1 ©)

Normalisasi Persamaan Gelombangan Schrodinger
Solusi persamaan gelombang Schrodinger untuk sistem atom hidrogen ditandai
oleh 3 bilangan bulat n,¢,danm. Oleh karena itu ketiga bilangan tersebut

dicantumkan dalam notasi solusi persamaan Schrodinger sebagai:

Ynem (1,6, 0) = Rpp(r)Ynem (09) (7)
Fungsi gelombang tersebut dinormalisasikan sebagai:

o r2dr[Rue (M) [, dep [ dO 5in Wi hem = 1 ®)
Karena elemen volumennya adalah:

dt = (dr)(r dO)(r sinf dg) 9)

Dengan menormalisasikan R,,(r), dengan fooo[Rng(r)]zrzdrzl, maka dapat

dibataskan rapat kebolehjadian radial sebagai berikut:
Pnp = RszemTZ (10)

Persamaan di atas adalah kebolehjadian untuk menemukan suatu elektron atom
hidrogen yang keadaannya dinyatakan dengan perangkat bilangan kuantum (n,¢),

diantara r dan (r + dr) tanpa memperhatikan harga 6 dan harga ¢.
Tinjauan Ulang

1. Pada akhirnya ada 3 buah bilangan yang memberi ciri pada solusi persamaan

Shrodinger untuk sistem atom hidrogen, yaitu: n, £, m

Keterkaitan bilangan tersebut satu dengan lainnya:



Ketiga bilangan bulat itu dinamakan bilangan kuantum, yang secara khusus diberikan

nama sebagai berikut:

n = bilangan kuantum utama

m=0,%1,%2,%£3,

Im| < ¢

£=0,123,...

n={+1),#+2),....

n=20,1234,..

¢ = bilangan kuantum lintas edar, atau bilangan kuantum orbital, atau bilangan

kuantum azimuth.

£=0123,.... (n—1)

m = bilangan kuantum magnetic

m=—{,—-({—-1),.... ,—1,0,+1,2, ...... L

2. Setiap perangkat bilangan kuantum (n,#,m), menggambarkan suatu keadaan

khusus sistem atom (keadaan kuantum). Setiap keadaan kuantum ditandai oleh

perangkat (n, £, m):

Tabel 2. Bilangan Kuantum Sistem Atom Hidrogen

Bilangan kuantum yang menandai Quantum

Jumlah perangkat bilangan

State kuantum yang berbeda

n £ m ndanf n tertentu
tertentu

1 0 0 1 1

2 0 0 1

2 1 -1

2 1 0 3 4

2 1 +1
2¢+1) n?




Seperti telah dinyatakan maka setiap keadaan kuantum sistem atom hidrogen ditandai
oleh perangkat bilangan kuantum (n,#,m). Ternyata bahwa untuk atom hidrogen

energi total hanya bergantung dari bilangan kuantum utama n.

13,6
En = — ? (€V) (11)

Ini berarti bahwa keadaan kuantum yang berbeda, tetapi yang memiliki bilangan
kuantum utama yang sama, memiliki energi total yang sama. Umpamanya, 4 keadaan
kuantum yang dinyatakan dengan: (2, 0, 0), (2, 1, 1), (2, 1, 0), (2, 1, -1). Semuanya

memiliki energi yang sama besar, yaitu:

E,=——XeV =-34eV (12)
Ini dinamakan degenerasi energi, ialah satu harga energi yang memiliki beberapa
eigen function yang berbeda, contoh di atas E, = —3,4 eV apat dipresentasikan

dengan salah satu dari 4 eigen function;

l/)2,0,0 (T', 97 90)1 l/)2,1,0 (7", 9! QD)' 11[)2,1,1(7”' 81 QD), 11112,1,—1(7”' 9' (p)r (13)

Fungsi gelombang di atas dinamakan degenerasi eigen function, dengan degenerasi

lipat empat.

3. Energi degenerasi ternyata karena kesetangkupan yang tinggi dalam fisika.
Dalam kasus atom hidrogen, kesetangkupan bola. Kesetangkupan ini dapat
dibuat lebih rendah, umpanya dengan menempatkan atom hidrogen tersebut

dalam medan magnet luar.

Kehadiran medan magnet ini meniadakan kesetangkupan bola. Ternyata dalam hal
seperti ini degenerasi terangkat, dan energi total ditentukan tidak hanya oleh n, tetapi

juga m.



B. Persamaan Schrodinger Atom Hidrogen
1. Sistem Fisik Atom dan Representasinya Secara Matematika
Model dasar atom hidrogen adalah sebagai berikut:

a. Suatu elektron dengan muatan listrik e dan massa m, mengelilingi suatu inti yang

bermuatan positif + Ze, karena pengaruh gaya Coulomb, maka potensial:

V(r) = 22 (14)

b. Massa inti atom hidrogen M, dianggap sangat benar terdapat massa elektron m,
sehingga titik pusat massa berimpit dengan posisi inti.

Fungsi potensi

V(r) = (15)

Koordinat bola dipanaskan sebagai sistem koordinat acuannya. Sketsa

koordinat (x, y, z) dan koordinat (o, 8, u) kemudian pula transformasinya adalah:

Gambar 1. Sketsa Koordinat (x, y, z) dan koordinat (o, 8, 1)
Fungsi Hamilton (fungsi energi total) yang menggambarkan sistem atom

hidrogen tersebut adalah:

_
H = - + V(r) (16)

Operator Hamiltonnya:

hZ
2m0

Hop = ——V?+V(r) (17)

yeo 0 L L0

T ox? | 9y? | 0z2 (18)



Dalam koordinat bola operator Laplace tersebut berbentuk:

V= ii(7”Zi)+ ! a(sm@ )+ L (19)

r2 9r or r2sin 6 90 125in20 d¢2

Sehingga dalam koordinat bola, operator Hamilton:

=2 [rzi(r23)+ : a(sm966)+ : az]_ZeZ 20)

2mg or or r2sinf 06 r2s5in260 dp? ATIEGT

Dengan demikian pesamaan gelombang Schroedinger untuk model atom H yang

sederhana, yaitu:

_i[ii(rzi)Jr 1 a(smg )+ ! ]11)(1‘9(/)) 1)

2mg Lr2 or or r2sin 6 96 r25in260 92

( 0,¢) = EY(r,0,9) (22)

4TTEGT

Jadi, untuk notasi singkatan akan digunakan (7 ) dalam mempresentasikan adalah

Y(r,0, ).

2. Struktur Persamaan gelombang schrodinger untuk sistem atom hidrogen

Andaikan bahwa dapat dilakukan pemisahan variabel sehingga solusi

persamaan gelombang untuk atom H dapat ditulis sebagai berikut:

Y(r,0,u) = R()Y (6, 9) (23)

Bagian fungsi R(r) dinamakan bagian radialnya dan y(r,6,u) dinamakan bagian

angulernya.

Subtitusi bentuk diatas akan menghasilkan:

_ [Y_Zi(rz a_R) + K i(gine Z—Z) R ]V(r)R(r)Y (24)

2mg Lr2 ar or r2sinf 90 r2s5in20 @

= ER(r)Y(6,¢) (25)
Apabila seluruh diperkalikan dengan

_ 2mgr? 1
h?  R(M)Y(6,9)

(26)



1L (p200) 4 I (B~ V()R @7)

R dr or
_ 1 1 d 1 d*y
- Y [sm@ do (Slna d@) t sin26 de? (28)

Karena ruas kiri terdiri dari variabel r, sedangkan ruas kanan hanya bergantung
dari variabel ¢, dan apabila keduannya selalu harus sama, masing-masing ruas itu
sama dengan suatu tetapan, yang kita namakan saja (A).

Dari uraian diatas diperoleh dua perangkat persamaan:

1) Persamaan radial

%(rz‘;—’:) + Zm"r [E—-V(@)R—AR =0 (29)
atau
rizj—r(rz Z—’:) + [Zm(’r (E—V({)}— —] R=0 (30)

2) Persamaan anguler

Ld (e 1 d
(smH )+Sm2(pd(p2— A (31)

Dengan ¥(6, ¢) = H(6)¢(¢)

Subtitusi dalam persamaan anguler akan memberikan

® d H d?®
sind dG( sind ) Sm29d_<p2 = —AHO (32)

. . 1 .
Perkalian seluruhnya dengan smzeﬁ akan menghasilkan

2
—sm@ = (sm@ ) + Asin?0 = — éi—(pqz (33)

Masing-masing ruas itu harus sama dengan suatu tetapan yang sementara ini
dinamakan v permisahan variabel 6 dan ¢ akan menghasilkan dua perangkat
persamaan.

1) Persamaan untuk ¢ (¢)

d¢ _
ppcie v (¢) (34)

2) Persamaan untuk ©(60)

sinf % (Sine Z_g) + ()L B sifle) =0 (35)




Tinjauan Ulang

Persamaan gelombang schoedinger untuk sistem atom hidrogen

Hp(7) = EYp(T) (36)
Merupakan eigen value problem, yang diselesaikan sebagai masalah persamaan
differensial parsial

Y(r,0,9) = R(r)O(O)D(¢) (37)
Akan diperoleh 3 perangkat persamaan berikut:

(1) Persamaan radial R (r):

S (P E)+ (BRE -V -Z)R=0 (38)

r2dr dr h2

(2) Persamaan anguler ¢(¢):
d?o

d?
(3) Persamaan angguler 6(6)

= (sin0 )+ (1-—=)0 =0 40
sin6 do sin ao sinf - (40)

Ketiga perangkat persamaan itu tidak independen, tetapi terkait satu dengan
lain melalui tetapan A dan v.

3. Pemecahan Persamaan Anguler (0, ¢)

Persamaan anguler ®(¢)

d?o
d_(p2 = —pvd (41)

Diketahui mempunyai solusi ®(¢) dengan keberkalaan 2, artinya,

(g +2m) = O(p) (42)
Solusi yang mungkin

v = 0, berarti ® = A 4+ Bg; bukan suatu solusi yang umum

v # 0, berarti ® = A3 4 Be3?

Ambil solusi umum, sehingga
__1 _1me. _
Pp(p) = =™, m=0,41,42,43, ... . 43)

Faktor (2m) karena normalisasi dalam selang (02m)



Persamaan anguler 6(0); dengan v = m? menjadi

g ag (S0 30) + (2~ 729) 6 =0 (44)

Bentuk ini dikenal dari fisika mtematika, dengan solusi yang berbentuk: polinon
Legendre.

Lakukanlah transformasi 8 = arc cos W, atau cos@ = W, maka solusinya:

0(6) =p(w) (45)
Dimana selang 6(0, 7) menjadi selang W, (1, —1)

Persamaan differensial diatas berubah menjadi:

Lla-wH 2] [a-2]p=0 (46)

Sifat solusi persamaan diatas adalah sebagai berikut:

a. Secara umum solusi persamaan diatas mempunyai harga talk berhingga di
w = +1, dan w = —1, kecuali apabila A = #(¢£ + 1) dengan ¢ = 0,1,2

b. Secara khusus, apabila 1 = ¢(#+ 1) dengan ¢ =0,1,2 ... ada solusi dengan
harga berhingga di w = +1 dan w = —1, solusi berhingga itu berbentuk:
(1 — w?)1/2iml (47)
Dikalikan suatu polinon berderajat (¢ — |m|); dengan paritas (£ — |m|).

c. Lebih khusus lagi bilamana m = 0, solusinya adalah polinon Legendre P,(w),

yang dapat diperoleh dari fungsi pembangkit

(1—2Ws +5)= = 5 P(W)s (48)
Polinon Legendre itu memenuhi hubungan s<1

(1—-W?2P; = —¢WI, + £P,_, (49)
E+1)Ppq = 2L+ VvWPy) —£Pp_4 (50)

d. Apabila m # 0, hanya ada satu solusi yang berhingga apabila |m| < ¢ solusi
dinamakan Associated Legendre Functions.

| d|m|

1
PP(W) = (1 - W)™

Py(w) (51)

Fungsi pembangkit:



(2|m|)!(1—W2)%ms|m|

= Yoz Pl (W)s? (52)

2|m|(|m|)!(1—2W+32)|m|+_

Tinjauan ulang pemecahan anguler total:

1 .
L ®p(p) =7=e™"  m=0+1,+2,43......

2. H(#) mempunyai solusi berhingga, apabila A =#¢(£+ 1) dengan ¢=

3. Apabila m =0, maka ©(6) adalah polinon Legendre dengan mengambil

0 arc cos W, maka:
0,(0) = Pp(W), memenuhi:
d
Zla-whHZ|+ia+ P =0
4. Apabila m # 0, maka solusi berhingga hanya|m| < L.

0" = Py (W) diperoleh melalui transformasi 8 = arc cos w

P/™(w) memenuhi persamaan:

£la-wel]+ o

Contoh Soal:

1. Buktikan harga rata-rata 1/, untuk electron 1s dalam atom hidrogen adalah

Yo
Jawab:

Fungsi gelombang electron 1s dari tabel adalah:

r

e %

‘(’[):

N|w

ag
Karena dV = r2sind dr d6 d¢ kita dapatkan harga ekspektasi 1/}, yaitu:
1 [ee] 1 o _2_7' T 2T
(—) =J ( )Iv,blde =—=| re % drf siné dé?j do
r 0 mag 0 0

2

w =L 2
J, re wdr= %, fonsinH d6 =2 dan fozndqb =27



2. Jawablah soal dibawah ini!

Jawab:

C.

d.

Apakah nilai-nilai # yang mungkin bagi n = 6.

Apakah nilai-nilai m, yang mungkin bagi ¢ = 6.

Apakah nilai ¢ terkecil paling mungkin untuk mana ¢ dapat sama dengan 4.
Apakah nilai ¢ terkecil paling mungkin yang dapat memiliki suatu komponen

z sama dengan 4h.

Nilai-nilai # yang mungkin bagin =6

Nilai ¢ terbatas oleh (n — 1), jadi nilai £ yang mungkin bagi ¢ = 6 adalah: O,
1,2, 3,4,5, atau £ yang mungkin {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

Nilai bilangan kuantu magnetic m, dibatasi oleh +0,+1, 12, ... + £. Jadi nilai
m, yang mungkin untuk ¢ =6, yaitu +0,+1,+2,+3,+4,45,+6 atau
{£0,+1,+2,+3,+4, 45, +6}.

Nilai ¢ terkecil paling mungkin untuk mana ¢ = 4 adalah —4.

Karena ¢, = m,h, maka 4h = m,h, jadi m, = 4.

3. Hitunglah kedudukan r untuk mana rapat kebolehjadian P(r) = r2R,,(r)

berharga maksimum untuk keadaan sistem atom atom hydrogenn = 2 dan ¢ =

1.

Jawab:

Ynem, (1, 0,0) = RRyp(1)0 1, (8) Prne (@)

. . dP;
P,; maksimum pada r yang memenuhi —* = 0 atau

d

24a3 dr

r r
! —( ‘e %) = 0 atau karena e 2 # 0, maka r = 4a,.



Latihan

1. Jawablah:
a. Hitunglah kedudukan r untuk rapat kebolehjadian P(r) = r2R,,,(r) berharga
maksimum untuk keadaan sistem atom hidrogen n = 3 dan ¢ = 2.
b. Hitunglah harga ekspektasi () untuk keadaan tersebut.
2. Jawablah:
a. Apakah nilai-nilai £ yang mungkin bagin = 7.
b. Apakah nilai-nilai m, yang mungkin bagi £ = 7.
c. Apakah nilai € terkecil paling mungkin yang dapat dimiliki suatu komponen
z dengan 5h.
3. Jawablah:
a. Tentukan (r) untuk atom hidrogenn =1 dan ¢ = 0.

b. Tentukan (r2) untuk atom hidrogenn = 1 dan ¢ = 0.



C. Momentum Sudut

1. Operator L,

Nilai eigen dan fungsi eigen operator L, dapat ditetapkan seperti berikut. Misalkan
®(¢) adalah fungsi eigen bersangkutan dengan nilai eigen L,, sehingga:

L, =L, (54)
atau

—ihg—z =1,d

sehingga

O = @yellzb/h

Karena sifat ®(¢p) = ®(¢ + 2m), maka:

iL, iL,(¢ + 2m)
oo(128) - an[f822)

iL,p i2L,m
= e (7) e ()

Jadi, exp (%) = cos (%) +isin (27:“2) = 1, artinya:

21
?LZ = 0,+2m, +4m, ...

sehingga harga eigen operator L, adalah:

L,=msh m,=04+1,12,.... (55)
Dengan fungsi eigen bersangkutan:

Dy, () = Ce'™e® (56)
Contoh Soal:

Tentukanlah faktor normalisasi C agar fungsi ®,,,, = C exp (im,¢) dalam persamaan
(56) ternormalisasi.

[T @ Opdg = 1,

c2fdp=1 > C=—=

2T

Jaid,

Oy (§) = = emed 57)



Persamaan (56) dan (57) merupakan nilai eigen dan fungsi eigen dari operator L,. Nilai
eigen di atas nama dengan yang dikemukakan oleh Bohr tentang momentum sudut
suatu elektron di dalam atom hidrogen. L; sebagai komponen momentum sudut pada
sumbu-z ternyata merupakan besaran yang diskrit atau terkuantisasi. Dengan
perkataan lain komponen-z itu terkuantisasi. Dalam eksperimen, sumbu-z dinyatakan
sebagai sumbu di mana arah medan magnet statik ditetapkan. Oleh sebab itu m,
disebut bilangan kuantum magnetik orbital.

2. Operator L?

Nilai eigen dan fungsi eigen operator I? ditentukan sebagai berikut. Andaikan Y (6, ¢)
adalah fungsi eigen dengan nilai eigen L2

I’y (¢,6) = L*Y (¢, 0) (58)
n2 [ (i L) 4 L%

h sin@ 06 (SlTlQ 69) + sin26 6¢>2]

. 2 0%Y . ay | I*sin*6 ., 3*v
sin“6 592 + sinf cos6 5 + = Y = 292 (59)

Agar dapat diselesaikan, terlebih dahulu harus dilakukan pemisahan variabel; untuk itu
misalkan:

Y(6,9) = P(O)D(¢) (60)

Substitusi ke persamaan (59) menghasilkan:

1020
D 92

1 ,2962P+ 0 96P+Lzsin2t9 B
5 | 5in*0 557 + siné cosé — 2 =

Jelas kini, pihak kiri hanya bergantung pada 6 dan pihak kanan hanya bergantung pada
¢; oleh sebab itu masing-masing pihak dapat dinyatakan sama dengan suatu
konstanta. Karena kita sudah mengenal fungsi ® dalam persamaan (56), konstanta itu
adalah m,?, sehingga diperoleh persamaa diferensial;

9P
26

oP L2 my? _
+ctg9£+(—— )P—O (61)

hZ  sin26

Persamaan ini identic dengan persamaan Legendre terasosiasi dengan:

> =h%¢(£+ 1) £ = |m,| (62)
dan fungsi P adalah:

(—1)lmel

P{)Imgl (w) = o

£+ my|
i) ’ w2 —=1)Y w=cosf (63)

dw

(1—w?)zme! (

Fungsi Pglmfl(w) olinom Legendre-terasosiasi, dengan sifat ortogonalitas sebagai
berikut:



2(L+|my|!

(20+1(f—|m,| ¢t (64)

fon P,/™ (cos0)P,/™! (cos@)sing do = \/

Sehubungan dengan persamaan (63), dibawah ini diberikan contoh Pglmfl(Q):
P(6) =1
P,°(0) = cosb

P,*1(0) = —sind

1
P,°(9) = > (3cos?6 — 1)

P,*1(8) = —3cos0 sinb
P,*%(6) = 3sin%6

Dalam persamaan (62), £ adalah bilangan positif: 0, 1, 2, ...; bilangan ini disebut
bilangan kuantum orbital. Dari persamaan itu jelas bahwa untuk suatu nilai £ ada (2¢ +
1) buah nilai m,, yakni m,=—-¢,—-(¥—-1),..,-1,0,1, ... ... ,(£—1),¢. Untuk ¢ =1,
besarnya momentum sudut adalah L =h#(£+ 1) =hvV2. Momentum sudut
mempunyai tiga orientasi yang diperlihatkan dalam Gambar 2, L, = m,h adalah hasil
proyeksi L pada sumbu-z; m, disebut

L=-h | .m, =-1

Gambar 3. Orientasi momentum sudut terhadap sumbu-z untuk £ = 1

Bilangan kuantum magnetik orbital Ini menggambarkan kuantisasi komponen-z dari
momentum sudut. Akhirnya, dari persamaan (60), diperoleh fungsi eigen yang
ternormalisasi bagi operator L?:

(22+1)(E—|my|D)

4 (+|my|! P, (cos@)e'me® (66)

Y(6,$) = Yom, (6, ) = J

yang biasa disebut harmonik-harmonik bola (spherical harmonics). Fungsi-fungsi
tersebut membentuk set ortonormal melalui persamaan ortogonalitas berikut:

2 . .
L Com,) (Y g, Sin0 d6O dep = 818y, 67)



dan dua sifat penting dari fungsi ini adalah:

_ 1 £2—mp2 (£+1)2—m,2
COSQY#mg - m[ 20—1 Yf—l,m,g + \/T Y€+1,m{) (68)
. , -1 (6Fm,) (£Fm,?) (6+mp+2)(f+my+1)
sind e Yy, = +m[ ’ ;{,_1 =Y o 1m,t1 _\/ : 743 £ Y{’+1,m{;ill
(69)

Selanjutnya, beberapa contoh fungsi Yy, adalah sebagai berikut:

1 5
Y00(0) = Tix Y,0(0) = \/E (3cos?6 — 1);

/ 3 15 . .
14.(6) = —J%sin@eiifp; Y242(0) = \/%Sinzeeizkﬂ

Dengan nilai eigen seperti dalam persamaan (62), persamaan nilai eigen adalah:

[*Yp, = 028(£ + )Y, ; £=012....
Z\;Zngf = mghng{ ’ m, = i‘g, i(‘g — 1) (71)

Persamaan-persamaan (62) dan (55) diatas menunjukkan kuantisasi momentum sudut.
Dibandingkan dengan postulat Bohr, kuantisasi dalam postulat itu sangat premature
dan tidak lengkap; inilah salah satu alasan mengapa teori Bohr tak dapat
mengungkapkan struktur atom yang lebih besar.

Orbital-orbital elektron dibentuk dari fungsi-fungsi Y;,,,, dalam bentuk ril. Karena di
antara fungsi-fungsi Y, itu ada yang kompleks, maka pembentukan orbital harus
dilakukan melalui kombinasi linier dari fungsi-fungsi tersebut. Orbital-orbital itu diberi
simbol s untuk £ = 0, p untuk £ = 1, dan d untuk £ = 2 dan seterusnya. Dalam Gambar
4, dibawabh ini di perlihatkan orbital-orbital tersebut.

z 4 Z 4
f / y y
X X X ) X
z s Px Py Pz
z z Z
/ y Y y y
X X X X X
da dyz dy. doy d,

Gambar 4. Orbital-orbital atom s, p, dan d.



£=0; s=Y) (72)

( p, =Y
_ -1 _ [z
£ =1; ) Px = ﬁ(y11+y1—1) = \/;Slne cos¢ (73)
. T
Py = é (Y114Y_1) = \/;SLTLQ cos¢
( d22 =Y
d,, = —\/—li(Ym +Y,_ )= \/%Sine cosf cos¢
_ _ [ .
0=2 < dy, = 5 Y, —Y,_) = \/;sme cos6 sing 74
1 15 .
dy2_y2 = ﬁ(yzz +Y, ,)= /Esmze cos?¢
—i , 15 ., .
k dxy = \/_El (YZZ - Yz_z) - ESlTlZQ Sln2¢

Dalam pembentukan molekul dari beberapa atom, ikatan antar atom berlangsung
melalui orbital-orbital tersebut. Permasalahan ikatan molekul dibahas dalam mekanika
kuantum molekul, sebagai kelanjutan dari buku ini.

Contoh Soal:

1. Tentukanlah matriks L, dengan basis fungsi-fungsi Y,,, untuk =012
Berdasarkan persamaan Zngme = myhYp,,; maka

Jawab:
(iz)i’m

= mghf Y;/’m,g Yg’mf sin @ df d(l) = mgh5gg,5mgm,g

= S Y i, LoYem,sind d6 d¢

¢, ¢'m’

(iz)gmg ., memiliki harga hanya jika ¢ = £ dan m, = m’,. Jadi dengan £ = 0,1,2 ...,
2'my

matriks L, adalah

£ =0; =1, =2
0
1 0 0
0 0 O 0
0 0 —I
20 0 0 0

01 0 0 0
0 0O 0 0 0 0
0O 0 0 —1 0
O o0 o 0 -2




2. Tentukanlah matriks L, dengan basis fungsi-fungsi Y, untuk ¢ =0,1,2.
Berdasarkan persamaan LYy, = h2£(€ + 1)Y,p,, ; maka:

Jawab:

2 r
(L ){’m{;{’ m’{;

=020 + 1) [ Y} 0, Yom, Sin 0 d6 d = h20(2 + 1)8 0,6 memee

=Yy, L'Ygm,sin6 d6 dep
My

(fz)gm{) o memiliki harga hanya jika #' = £ dan m, = m’,. Jadi, dengan £ = 0,1,2 ...,
eimy

matriks L? adalah

£=0; =1, =2

."0, N

200

02 0
P s 60000
06000
000600
00060
L 00006




3. Operator L. dan Operator L.

Sehubungan dengan operator L, yang telah didefinisikan dalam persamaan L, = L, +
iL, akan kemukakan karakteristik operasinya terhadap fungsi harmonik bola Y n,.
Karena [L,, L] maka:

Z‘ZZ’+Y{)mg = (E+Ez + hZ+)Y{)mg = (m, + 1)hi+Y€mg
ZZE—Y‘Em.g+1 = (Z—Ez - hf‘—)yfmg+1 - mfhi—yfmg+1

Jelas bahwa L_Y,,,, adalah fungsi eigen dari L, dengan nilai eigen (m, + 1)h. Nilai
eigen ini merupakan hasil operasi L, terhadap Yym,+1, oleh sebab itu:

E+Y{’mg = CY{’mg+1

Demikian pula (Z_Ymﬁl) adalah fungsi eigen dari L, dengan nilai eigen m, = h.
Padahal nilai eigen ini merupakan hasil operasi L, terhadap Yom,- Jadi,

L Yem,e1 = Com,
Dengan kedua persamaan diatas, maka:
L LYy, =C*p,
Di pihak lain,
L_L,Ypy, =1*— 12 —hLl,Ypm, = [A22(£ + 1) — m,(m,; + 1)h]Y,y,
Sehingga diperoleh,
C?=h%¢(¢f + 1) —mp(m, + 1h

Dengan demikian maka sifat operasi operator L, adalah:

LiYem, = b€ + 1) —me(my + 1) Y,

L Yy, =hyt#+1) —my(my — )Y, (75)

Kedua persamaan di atas bukan persamaan nilaieigen, karena operator-operator itu
menggeser bilangan kuantum m,. Operator L, menambahkan bilangan kuantum m,
menjadi m, + 1, sedangkan L_ menguranginya dari m menjadi m, — 1. Oleh sebab itu,
kedua operator itu disebut sebagai operator tangga (step operator).

Contoh Soal:

Tentukan matriks L, dengan basis fungsi-fungsi Ypm, untuk £ =0,1,2. Berdasarkan

persamaan L,Y,,, = hy/€(€ + 1) — my(m; + 1)z, Maka



(E+)‘fl,mlf;€,mf = fol,ml[z+Y1?m€ sinf ng
=hJyZE€+1D) —me(mp+1) [ Yo, Yemp+1 Sin6 do

=hy€({ + 1) —mp(my + 1)808miom,+1

(ZJF){J,,m,{,;&m{, memiliki harga hanya jika ' = £ dan m’y = m, + 1. Jadi dengan ¢ =
0,1,2 .., matriks L,

£=0 £=1 =2
0
0 2 0
0 042
0 0 0
L, =h 0 V40 00
00 60 0
00 0+60
00 0 044
00 0 0

Soal Latihan:

1. Buktikan [L,,L,] = ihL,,[L, L,| = ihL,.
. Buktikan [I%,L;] = 0,j = x,y,z

3. Dengan Ly = L, +iL,, buktikan: [L,,L,] = +hLy, L,,L_ = 2hL, dan [[% L] =
0. Butikan: L_,L, = I? — %2 —hlL,.

4. Nyatakanlah operator L, dalam bentuk matriks dengan basis harmonik bola
Y;m, dengan € = 3. Hal yang sama untuk operator L_.

5. Nyatakanlah operator L, dalam bentuk matriks dengan basis harmonik bola
Y;m, dengan ¢ = 0,1,2. Hal yang sama untuk operator L,,.

L,
L;
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